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Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

BASLARKEN

Kontrol sistemleri ve otomasyona doniik bu notlar, oncelikle
W.Bolton’un “Newnes Control Engineers Pocket Book (7iirk¢esi
Kontrol Miihendisi Cep Kitabi adiyla Bilesim Yaywnlar: tarafindan
2004 yilinda basimistir)”  kitabt; A.Parr’in “Industrial Control
Handbook (Tiirkgesi Endiistriyel Kontrol El Kitabi adiyla 1994
yilinda MEB Yayinlart tarafindan basiumistir)” ve C.Dorfun
“Modern Control Systems” kitaplar1 ile IDC tarafindan hazirlanan
Practical Control Systems for Engineers ile yine IDC’nin hazirladig1
“Practical Distributed Control Systems for Engineers (ayni notlarin
Tiirkgesi Dagitilmis Kontrol Sistemleri ismiyle daha once Bilesim
Yayinlar tarafindan basilmisti) ve Practical Networks Automation
and Communication (bu notlar da daha oénce Bilesim Yayinlar
tarafindan Elektrik Sebeke Otomasyonu ismiyle Tiirkcelestirilmisti)”
isimli uygulamali atdlye egitimlerinden hazirlanan kurs notlarindan
yararlanilarak bir araya getirilmistir. Kontrol sistemleri ve
otomasyonla ile ilgili derlenen notlarin toplami 1500 sayfaya
yakindir. Toplami simdilik dort kisim olarak yayimlanmasi uygun
goriilmistiir. Notlarin ilk kismi (1.kitap —Kontrol Sistemleri Notlar1
Girig), kontrol teorisi ilizerinedir ve kontrol iistiine daha ziyade genel
bilgiler verilmektedir, toplam1 340 sayfadir. 2. kitap elektrik enerji
sistemlerinin otomasyonu lizerine girig niteligindedir ve toplami 230
sayfadir. 3 ve 4. Kitaplar (Dagitilmig Kontrol Sistemleri 1 ve 2)
toplami 800 sayfaya yakindir ve 320 sayfalik ilk kissmda, SCADA
ve PLC sistemleri ile DCS karsilastirmasi, kontroldr ile ilgili temel
bilgiler ve kontrolor konfigrasyonu, DCS iletisim sistemleri ve LAN
yapisy, profibus ve foundation fieldbus ile ilgili bilgiler
verilmektedir. Son kitapta (Dagitilmis Kontrol Sistemleri 2) ise DCS
Sistemlerinin programlanmasi, Alarm sistemi yonetimi, DCS
Raporlamalari, Bakim ile ilgili yapilacaklar ve detayli bir DCS
uygulama 6rnegi anlatilmaktadir ve toplami 500 sayfaya yakindir.

Giris niteligindeki kontrol sistemleri iizerine ilk kitap olan bu
notlarla amaglanan
e kontrol miihendisliginin temel prensipleri iizerine, 6zlii ve
kolay okunabilir bir tanim olmasinin 6tesinde;
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1. temel sistemlerin modellerini gelistirmek,
giris sinyallerine iligkin sistemlerin tepkilerini
belirlemek,

3. sistemleri; transfer fonksiyonlari, blok modelleri ve

sinyal akis grafikleri yoluyla tanimlamak,
4 sistemlerin kutup ve sifir analizini gerceklestirmek,
5. sistemlerin kararliligin1 belirlemek,
6.  kararli-hal hatalarini belirlemek,
7 sistemlerin frekans tepkisini belirlemek,
8.  Bode ¢izimini kullanmak,
9.  Nyquist kararlilik kriterini kullanmak,
10. sistemleri analiz etmekte kok egrilerini kullanmak,
11. Kontrol birim ve kompansator dizayni,
12. ayrik zamanl sinyal isleme prensiplerini tanimlamak,
13. ayrik zamanl sistemlerinin tepkilerini, kararliliklarini
ve kararli-hal hatalarinm
14. Dbelirlemede z-donilistimiini kullanmak,
15. dijital kontrol birim tasarimini yapmak,
16. mikro-islemci  kontrollii ~ sistemlerin  ve PLC
iinitelerinin prensiplerini tanimlamak,
17. sistemlerde sistem hal modelleri kullanmak tizere,
e kontrol miihendisligi i¢in gerekli matematik prensipleri
saglamaya yonelik araglar1 saglamaktir.
Bu notlar, hem kalici/siirekli, hem de ayrik zamanli kontrol
sistemlerini kapsamaktadir.
Hitap ettigi kesimler:
o kontrol sistemlerinin temel prensiplerine gereksinim duyan
ogrencilerin yani sira;
o Endiistriyel alanda, kontrol miihendisligi {izerine bir kaynaga
gereksinim duyan miihendis ve tiim teknik adamlardir.

Notlarin igerigine gelince: notlar, kontrol sistemlerinin amaglari ile
baslamakta, ardindan mekanik, elektronik yada akigkanlar gibi
sistem modelleriyle, dinamik tepkiler konu edilmekte; 3. Boliim,
kutuplar; ardindan gelen 4. ve 5. Boliimlerde zaman sinirh
performans olgiitleri ve frekans sinirli tepkiler yer almakta; stabilite
yada goreceli stabilitenin konu edildigi 6. Boliimden sonra; Locus
Kok yontemi, kontrol sistemleri tasarimlar1 7 ve 8. Boliimler olarak
anlatilmakta. Ayrik zaman sistemleri, Z-transform sistemleri i¢inde
zaman geciktirmeleri vb... 9 ve 10. Bolimlerde agiklanirken; 11 ve




Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

12. Boliimler ise bilgisayarli kontrol sistemleri ile durum sistemli
modeller iizerinedir.

Kontrol Sistemleri iizerine farkli kaynaklardan birlestirilen bu
notlari, EMO kanaliyla, bu kez e-kitap olarak sunuyoruz, bu e-
kitaplara katkilarindan dolayi, EMO yayinlar ile ugragsan basta Sn.
Emre Metin, Sn.Hakki Unlii ve Sn.Orhan Oriicii olmak iizere tiim
EMO yetkililerine tesekkiir ederiz.

Aydin Bodur
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GIRIS
Kontrol sistemlerinin amacglari

1 Siireclerin ¢ikislarini, istenen sabit bir degerde denetim altina
almak.

2 Siireglerin ¢ikiglarinin belirli bir degisim formunu takip etmesini
saglamak.

3 Olaylarin belirli bir sira dahilinde olugsmasini saglamak. Bu, 6zel
zamanlarda meydana gelen zaman tahrikli/siirtislii olaylarin
sirast  olabilir veya dogrudan olay tahrikli/siiriiglii olabilir.
Boylelikle olaylar, 6zel kosullar ger¢eklestiginde meydana gelir.

Acik ve kapali dongu sistemleri

Acik dongii kontrol sistemi terimi, istenilen sonucu verecek
bigimde, bir dnceki verinin baz alinarak, sisteme girilecek girdinin
secilebildigi sistemler i¢in kullanilir. Sekil 1, bdyle bir sistemin
temel formunu gosteriyor.

Girdi
S—t-——b Kontrol —¥»{ Diizeltme | Sireg —»
e

degeri

Sekil G.1 Acik dongii bir kontrol sisteminin temel elemanlart

Sistem, {li¢ temel elemana sahiptir: 1- kontrol, 2- diizeltme ve 3-
(degiskenin kontrol edildigi) siireg.
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1 Kontrol elemani, sisteme girilen verinin (girdinin) sonucuna
gore yapilacak miidahaleyi gosterir.

2 Diizeltme elemani, kontrolor ¢iktisini, yeni girdi olarak alir ve
kontrol edilen degigskeni degistirmek iizere tasarlanmis olaylar
dizisinin sonucunu ¢ikt1 olarak verir.

3 Degiskenin kontrol edildigi siireci gosterir.

Cikis  degiskenini degistiren dis etkiler icin, kontrol
faaliyetlerinin degisimi yoktur.

Kapalr dongii kontrol sistemi terimi, kontrol edilen degiskenin
geri beslendigi sistemler i¢in kullanilir; bu nedenle sistemin girdisi,
istenilen ¢iktrya ulagmak i¢in yeniden diizenlenebilir. Sekil 2 boyle
bir sistemin temel formunu gostermektedir.

Kargilagtirma Ikti
Hata X

Kontrol +9 Diizeltme B Siireg

Geri besleme

Olgiim

Sekil G.2 kapali dongii bir kontrol sisteminin temel elemanlar

Boylesi bir geri besleme sistemi, bes temel elemana sahiptir: 1-
karsilagtirma, 2- kontrol, 3- diizeltme, 4- Ol¢iilen degerin geri
beslenmesi ve 5- bir degiskenin kontrol edildigi siirec.

1 Karsilastirma elemani, olmasi gereken degerle gercek deger
arasinda karsilastirma yapar ve hata sinyali, kontrol elemanina
girdi olarak gonderilir. Bu elemanin girdilerinin ‘“+> ve ‘-’
isaretleri, bastan ayarlanmis degerinden geri besleme degerinin
cikarildigini gosterir.

2 Kontrol elemani, sisteme veri girisinden sonra yapilacak
miidahaleyi belirler.

3 Diizeltme elemani, kontroldr icin iretilen ¢iktiy1, bu kez girdi
olarak alir ve kontrol edilen degiskeni degistirmek iizere
onceden tasarlanmis olaylar dizisinin sonucunu yeni ¢ikt1 olarak
verir.

11
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Gergekte olusan degiskenin degerini 6lgmek i¢in basvurulan ve
Olciilen degerin, onceden ayarlanmis degeriyle karsilastirmak
iizere geri besleme amaciyla kullanilan bir 6l¢ii elemani vardir.
Bir degiskenin kontrol edildigi siirecin kendisidir.

Bir bagka kapali dongii kontrolii formu ileri beslemeyi kapsar
(Sekil 1.3). Baz1 dis etkilerin sonucu kontrol edilen bazi siire¢
degiskenlerinde degisimler ortaya ¢ikar. Dis etkileri gozlemleme
ve bu verileri kontrol sistemine geri beslemesi saglanarak,
sistemin degisimlere, geri besleme sistemlerinin kendisinden
daha hizli tepki vermesi saglanabilir. Ileri besleme, ¢iktiy1
sadece Ozel bir tip dis etkiye karsi diizeltebilir ve genellikle
gerekli kontroliin elde edilmesi i¢in geri beslemeyle birlikte
kullanilir (Sekil 4).

Dig etki

9:‘ Kontrol 9 Dizeltme (9 Sire¢ —p

Gkt
Sekil G.3 Ileri besleme
Dig etki
¢ Ileri besleme
Olgim katkisinin
hesaplanmasi
v Qéput

_>

Set

Diizeltme  Sireg

Olgtim

Geri besleme

Sekil G.4 Ileri besleme ile birlikte geri besleme

12
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Geri beslemenin etkileri

Bir sistemde geri beslemeye bagvurmak suretiyle:

1 Sistemin, degiskeni kontrol etmesine olanak veririz; bu sayede
gercek degerle onceden ayarlanmis deger arasindaki fark (hata)
azaltilir.

2 Sistemin, toplam kazancini degistirebiliriz. Kararli-hal kosullar1
altinda, statik kazang “cikti/girdi”dir. Statik kazanci G olan bir
sisteme, kazanc1i H olan bir geri besleme sistemini baglamak
(Sekil 5), ileri elemanin e hatasi tasiyan bir girdiye, y tepkisi
tasiyan bir ¢iktiya sahip oldugu ve bodylece kazancin G = y/e
oldugu anlamina gelir. Fakat hata, set degeri x ve geri beslenen
deger Hy arasindaki farktir. Boylece G = y/(x-Hy) dir ve bu
nedenle sistemin toplam kazanci, yani y/x:

toplam k = 1
oplam kazang T CH [1]
Set Hata Kontrol edilmis
degeri Xx-H Glkti
G >
X 4
Hy
- H
Geri besleme

Sekil G.5 Negatif geri beslemeli sistem

3 Sistemin kararliligim1 degistirebiliriz. Eger bir sistemin,
sinirlanmis kimi girdileri sonucunda c¢iktilari, siirsiz bigcimde
artiyorsa; bu sistem kararsizdir. Denklem [1] yoluyla, GH = -1
ise sistemin ¢iktisi: her hangi sonlu bir girdi i¢in, her zaman
sonsuzdur ve sistem kararsizdir. Boylece geri besleme ilk basta
kararl1 olan bir sistemi kararsiz hale getirir.

4 Sistemin bant genisligini degistirebilirz. Bir sistemin bant
genisligi, girdilerinde sistemin tatmin edici tepki verdigi frekans

13
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araligidir. Ileri (forward) kazang G ve geri besleme kazanci H,
frekansa bagli fonksiyonlar oldugundan; toplam kazangta
frekansa bagli fonksiyon olacaktir ve sistemin kararliligi,
frekansa bagl kalacaktir.

Sistem kazancinin duyarliligimi degistirebiliriz. Bir sistemin
duyarliligt: toplam sistem kazancinin, sistem elemanlarinin
kazang degisimlerinden hangi miktarda etkilendiginin 6l¢iisiidiir.
Boylece sistemin ileri eleman kazancinin degisimlerine karsi
duyarliligi, toplam sistem kazanci olan G.’nin degisiminin, ileri
eleman kazanci G’nin, degisimine oranidir; (AG/G)N(AG/G)
gibi. 4G miktari, ileri eleman kazan¢ degisimi sonucunda
toplam sistem kazan¢ degisimi AG. kadar olur. Duyarlilik su
sekilde yazilabilir:

(AG/AG)(G/G,). Denklem [1]’in tiirevi, dG/dG= 1/(1+GH)’
oldugundan, duyarlilig1 soyle yazabiliriz:

duyarhilik= [2]

1+GH

Dis etkenlerin etkilerini (mesela sistemdeki giiriiltii gibi)
degistirebiliriz. Sekil 6’daki, iki elemanli agik dongii sistemine,
dis etkenin iki eleman arasindan girdigi durumu ele alalim.
Sisteme verilen bir x girdisi i¢in, ilk eleman Gyx ¢iktisini versin.
Bu degere, ikinci elemanin girdisini elde etmek i¢in dis etken d
eklenir, Gix+d. Bu nedenle sistemin toplam ¢iktisi su hale
gelecektir.

y=G,(Gx+d)=GGx+Gd [3]

d
Girdi Cikh
—» G Gy —y.‘
X

Sekil 1.6 Ac¢ik dongii bir sistemde dis etken
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Sinyal-giiriiltii orani: sinyale bagh c¢iktinin giirtiltiiye bagh ¢iktiya
oranidir ve dolayisiyla, G;Gx/G,d = Gix/d’dir.

Geri beslemeli sistem i¢in (Sekil 1.7), ilk ileri eleman girdisi
(x-Hy)’dir ve bu nedenle bu elemanin ¢iktis1 G,(x-Hy)’dir. Gy ’nin
girdisi G;(x-Hy)+d’dir ve bu nedenle Gy’nin ¢iktis1 x = G,[G(x-
Hy)+d]’dir. Bunu tekrar diizenleyerek:

Cc= Gle X+ G2 d [4]

1+G,G,H 1+G,G,H

elde edilir ve bu denklem [3] ile karsilastirildiginda, dis etkenin
etkisinin, (1+G;G>H) ¢arpan1 kadar azaldig1 gozlenir. Sinyal-giiriiltii
orani Gx/n’dir ve geri beslemenin olmadigi durumda da aynidir.

i Gkt

Sekil G.7 Kapali dongii sistemlerde dis etki

Ayrik verili kontrol sistemleri

Stirekli veri kontrol sistemleri, sinyallerin tamaminin siirekli zaman
fonksiyonlarindan olustugu sistemlere denir. Ayrik veri kontrol
sistemi ise, sistemdeki bir veya daha fazla noktanin darbe dizisi ya
da katar1 veya sayisal/dijital kod seklinde olmas1 yoniiyle farklidir.
Boyle bir sistemin, Ornekleme veri formu, siirekli bir zaman
fonksiyonu sinyal girdisine sahiptir ve bu girdi: érnekleme yoluyla
bir ayrik veri sinyaline doniistiiriiliir. Sekil G.8 boyle bir sistemin
temel seklini gdstermektedir. Ornekleme analog-sayisal doniistiiriicii
yardimiyla yapilabilir ve sayisal-analog dontistliriicii yardimiyla
tekrar siirekli bir zaman sinyaline doniistiiriilmeden Once, hata
sinyalini igslemek i¢in dijital bir kontrol6r kullanilir.

15



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

Saat
¢ v ¢ Diizeltme
ADCp» | DAC - B>
Set
degeri Kontrolér |§]em
Geri besleme

Olgiim
Sekil G.8 Orneklem verili kapali dongii kontrol sistemi

Sirali kontrol

Sirali  bir kontrol sistemi, Onceden belirlenmis bir takim
operasyonlar1 sirayla gergeklestiren sistemdir. Olay-siiriiglii (olay
tahrikli) terimi, operasyonlarin baslatilmasi veya bir olay
gerceklestiginde sona erdirilmesini belirten bir terim olarak
kullanilir. Zaman siiriimlii terimi, operasyonlarin 6zel bir zaman
veya bir zaman araligindan sonra bagslatilip sona erdirilmesini
belirten bir tabirdir.

Sekil 1.9 boyle bir sistemi resmediyor. 4 olay1 gergeklestiginde,
kontrolore, 1.¢iktiy1r ileten bir girdi vardir; aym sekilde B olayi
gerceklestiginde de kontrolore 2.¢iktiyr veren bir bagka girdi
vardir... Bu tipte bir sistem, mikroislemcilerin kontrolor olarak
kullanilmasi sonucu, giderek yayginlagsmaya baglamistir.

—P —p 1
— P —» 2
—> —» 3
— D ——b _’46

Kontrolor
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1. MODELLER

Sekil G.9 Sirali kontrol

Modeller

Bir sistemin matematiksel modeli, o sistemin matematiksel
denklemler ile tanimlanmasidir. Bu tip denklemlerin temeli,
Newton kanunlar1 ve Kirchhoff kanunlar1 gibi, fizik kanunlaridir. Bu
tarzda bir model gelistirmek icin kullanilabilecek bir yontem:
sistemi, parcalarina ayirmak ve her bir elemani temel yapitast bir
blok halinde tanimlamakla miimkiindjir.

Lineerlik/Dogrusallik

Matematiksel modeller, lineer veya lineer olmayan modeller olabilir.

Lineer bir modelde ist iiste bindirme prensibi uygulanabilir:

1 Aynm anda uygulanan birden ¢ok girdiye verilen tepki, her bir
girdinin ayr1 ayr1 uygulandiginda verilen tepkileri toplamina
esittir.

2 Herhangi bir girdi sabit bir sayiyla carpildiginda; ¢ikt1 da, ayni
saytyla carpilmis sayilir.

Ornek olarak, lineer mekanik bir sisteme ayni anda uygulanan 1 N
ve 3N biyiikliigiinde iki kuvvet varsa; elde edilen toplam yer
degistirme, 1 N ve 3 N kuvvetlerinin ayr1 ayr1 uygulandiginda
olusacak yer degistirmeleri toplami kadar olacaktir. Eger 2 N’luk
(2 Newtonluk) bir kuvvet, lineer bir mekanik sisteme uygulanmigsa;
bu kuvvetin ii¢ kat1 (yani 6 N biiyiikliigiinde bir kuvvet), 2 N’luk
kuvvetin neden oldugu yer degistirmenin (uzaklik yada deplasman)
3 kat1 kadar bir yer degistirmeye neden olacaktir.

Lineerlestirme

Gergek bilesenler arasinda miikemmel lineer bilesenler ¢ok nadirdir;
¢ogu zaman bazi c¢alisma noktalar1 civarinda lineer oldugu
varsayilan bir dizi operasyon vardir. Lineer olmayan bilesenler i¢in,
bir ¢alisma noktasi civarinda, lineer bir bagint1 oldugunu varsaymak
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makuldiir; bu da genelde, o calisma noktasindaki lineer olmayan
bagintinin tanjantina karsilik gelir(Sekil 1.1).

Lineer varsayiimig
y baginti

. n
Linee layal

P baﬁlrm

I Calisma
' noktas

X

Sekil 1.1 lineer varsayilmis bagint

Eger P noktasi grafigin yeni orijini olarak alinirsa; P noktasindaki
tanjant, m gradyani olmak iizere agsagidaki gibi tanimlanabilir:

Ay = mAx [1]
Bu tarz bir lineerizasyona 6rnek olarak, kesit alan1 4, basinci p olan

bir musluktan, r ozkiitleli bir sivinin, ¢ akis hiz1 bagintisini ele
alalim.

q= CdA\/z 2]
P

Cq4 sabittir. Sabit bir kesit alan1 ve 6zkiitle i¢in denklem su sekilde
yazilabilir:

4=Cyp [3]
Bu q ve p arasinda lineer olmayan bir baginti. Bu bagmtiyr bir

caligma basinci civarinda lineerlestirebiliriz. Denklem [3]’iin
gradyani tiirev alma yoluyla elde edilebilir ve asagidaki gibidir:
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m=2__C_
dp 2/p

Calisma noktasinda, m, = C2\/E ve lineer bagint1 olarak asagidakini

[4]

kullanabiliriz:
Aq=m,Ap [5]

Kontrol sistemleri i¢in matematik modelleri gelistirmede,
calisma noktasindaki degisiklikler, nispeten kiicliik oldugundan ve
boylesi denklemlerin kullanimiyla elde edilen bir model, sistemi
makul bi¢cimde aciklayabildiginden, genelde bdyle lineerlestirilmis
denklemler kullanabiliriz.

Mekanik sistemler

Mekanik sistemlerin temel yapi bloklari, kiitle, yay ve amortisor
elemanlariyla gosterilir (Sekil 1.2). Girdi F’tir ve ¢ikt1 yer degistirme
y’dir.

7 F

£ I D F
y
Yay Amortisor Y Kiitle

Sekil 1.2 mekanik sistem yap1 bloklar1

1 Lineer bir yay icin, uzama miktar1 y, uygulanan uzatma
kuvvetiyle dogru orantilidir ve asagidaki gibidir:

F =ky [6]

k esneklik katsayisi olarak adlandirilir. Yay, bir sistemin
‘esnekligi’ni veya ‘elastikiyeti’ni ifade eder.

2 Bir amortisor, bir silindir i¢indeki sivi dolu bir ortamda hareket
eden bir piston seklinde disiintilebilir. Pistonun hareketi,
akigkanin pistonun kenarlarindan akmasini gerektirir. Ustesinden
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gelinmesi gereken direng kuvveti, pistonun hiziyla dogru
orantilidir ki: bu da zaman birimde yer degistirme x’tir, yani
dy/dt. Sonug olarak:

dy
F=c2 7
“ [7]

AmortisOr sistemin sonumlemesini ifade eder.

3 Bir kiitle igin, uygulanan kuvvet ve ivme arasindaki bagintiyi,
Newton’un ikinci kanunu, F = m X a verir; fakat ivme, hizin
zamana baglh tiirevi, hiz da yer degistirmenin zamana bagl
tiirevidir. Sonug olarak:

2
F:m%f- 8]

kiitle bir sistemin ‘eylemsizligi’ni ifade eder.

Yay1 uzatmak, pistonu amortisor i¢inde hareket ettirmek ve kiitleyi
ivmelendirmek i¢in enerjiye ihtiya¢ vardir. Yay uzatildigi zaman
depoladigi enerjiyi veren bagint1 asagidaki gibidir:

— =T [9]

ve bu enerjiyi kendi orijinal boyuna dondiigiinde serbest birakir. Bir
kiitle, v hiziyla hareket ederken i¢inde depolanan enerji, hareket
(kinetik) enerjisidir ve hareket etmesi durdugunda bu enerjiyi serbest
birakir; bu enerji agagidaki gibidir:

E:%mﬂ [10]

Buna ragmen amortisdr, uygulanan kuvvet kaldirldiginda, ilk
orijinal konumuna dénemez ve bu nedenle enerji depolamaz bunun
yerine enerji, pistonun hareketi esnasinda harcanir. Amortisoriin
harcadig1 enerjinin zamana bagli degisimi, yani kuvveti P, hiza
baglidir ve asagidaki gibidir:

P=cv’ [11]
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Bu yap1 bloklarini, bir sistemi gosterirken nasil kullandigimiza bir
ornek olarak, Sekil 1.3’te verilen sistemi ele alalim. Bu, yere monte
edilmis ve titresim kuvvetlerine tabii kalmis bir makineyi
resmediyor olabilir. Sistem modelini elde etmek icin, bagimsiz
govde diyagramini ¢izeriz; bunlar her kiitlenin iizerine etki eden dig
kuvveti gosteren kiitle diyagramlaridir. Elimizdeki sistem igin bir
tane kiitlemiz var; bu yiizden de bir tane bagimsiz govde
diyagramimiz var.

Kuwett e Yer degistirme ¥

Uygulanan
kuvvet
Kiitle
Kiitle
l l
Yay Amortisor
7 kuvveti  kuvveti

(@) (b)

Sekil 1.3 (a) Sistem, (b) bagimsiz govde diyagrami

Bagimsiz govde diyagraminin gosterdigi gibi, kiitle iizerine etki
eden net kuvvet: uygulanan kuvvetle yay ve amortisor tarafindan
uygulanan ¢ekme kuvvetinin farki kadardir. Bu durumda,
Newton’un ikinci kanunun uygulanmasi ile asagidaki baginti elde
edilir:

2
Foky—c® @Y [12]

dt dt’

Bir bagka 6rnek olarak, Sekil 1.4 (a)’da gosterilen sistemi ele alalim.
Bu iki kiitleye sahip ve bu nedenle iki bagimsiz govde diyagrami
cizeriz (Sekil 1.4(b)). k; elastikiyetine sahip yay y; kadar uzatilmis
ve k;, elastikiyetine sahip yay y;-y, kadar uzatilmistir. M; kiitlesi i¢in
cizilen bagimsiz gévde asagidaki bagintiy1 verir:
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dy, dhj d2y1 13
k -y ¢l ———=|-kyy, =m——
22 =») (dt d 1N L [ ]

M kiitlesi i¢in ¢izilen bagimsiz govde asagidaki bagintiy1 verir:

dy, dy, d2y1
Foky(p,—p)—c DL B2, 4V [14
22— »1) C( dr dt m, dt [ ]

k2
AN

VV\A # e
o L H I
—_ ¢ —
¥i Y2
(@)
kb2=y1) kv
< M, M, —»
Kiy4 L <—
cv cv
()

Sekil 1.4 Mekanik sistem

Doniislii sistemler
Doniiglii sistemler i¢in temel yapi1 bloklar1 burulma yayi, doner
amortisor ve eylemsizlik momentidir (Sekil 1.5).

1 Bir burulma yay1 i¢in, donme agisi 6, torkla dogru orantilidir:

T=k6 [15]
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2 Dontslii bir amortisor i¢in, yani bir akiskan i¢inde etkili bigimde
donen bir disk i¢in, direng torku 7, acisal hiz o ile dogru
orantilidir ve bdylece:

Tzcwzcﬁ [16]
dt

0

K/k‘/

(a) Burulmali yay veya (b) Dontigli amortis6r
bir gaftin elastik ¢evrilmesi

70 )

(c) Eylemsizlik momenti

Sekil 1.5 Doniislii sistem elemanlart

3 Eylemsizlik momenti / olan bir bloga T torku uygulanmasi, a
acisal ivmesine neden olur ve agisal ivme, agisal hizin zamana
bagli degisimi oldugundan:

T=1Ia= 1ﬁ [17]
dt*

Bir O agisiyla gevrilen bir burulmali yayda depolanan E enerji
bagintisi agagidaki gibidir:

2
Ezlkgz =1T_

2 2 k [18]

Bir o agisal hiziyla donen bir kiitlede depo edilen enerji, kinetik
enerjidir:

E:%Iwz [19]
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Doner amortisor, enerji depolamaz; sadece enerji harcar. Bir w agisal
hiziyla donen bir doner amortisor i¢in harcanan P kuvveti, asagidaki
gibidir:

P=co’ [20]
Bir sistem modeli gelistirmeye ornek olarak, Sekil 1.6(a)’da

gosterilen sistemi ve bu sistemin Sekil 1.6(b)’de gosterilen serbest
gbovde diyagramini ele alalim.

0 G k0
‘/ T ®c
(a) (b)

Sekil 1.6 Doniislii sistem

/.

Diske etki eden torklar, uygulanan 7T torku, k0 yay torku ve cw
amortisman torku’dur. Bu nedenle:

2
r-ko—-c49 - 49 [21]
dt  dr?

Elektrik sistemleri

Elektrik sistemlerinin temel yap1 bloklari, resistor (direng), indiiktor
ve kapasitordiir (Sekil 1.7).

b b b

Resistor indiiktor Kapasitor
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Sekil 1.7 Elektrik sistemi yapt bloklar

1 Uzerinde i akimi olan bir direncin v potansiyel gerilimi, R
direnci olmak iizere, asagida verildigi gibidir:

y=Ri [22]

2 Bir indiiktdr i¢in, herhangi bir anda iizerindeki v potansiyel
gerilimi, L indiiktans1 olmak {izere, akimin zamana gore
degisimine baglidir:

v =L_t [23]

Potansiyel gerilimin yonii, indiiktor tizerinde akim olugmasini
saglayan siiriicii gerilimin ters yoniindedir. Bu denklem su
sekilde de yazilabilir:

i % [vae [24]

3 Bir kapasitor igin, lizerindeki potansiyel gerilimi v, C kapasitanst
olmak tiizere, V'=¢/C bagmtisiyla kapasitor plakalari arasindaki
yiike baglidir. Akim yiiklerin hareketinin zamana gore degisimi

oldugundan:
d_ldg 1.5 i-c® 3]
dd Cdt C dt

Bu denklem, su sekilde de yazilabilir:
v = [ide [26]
C

Uzerinde i akimi olan bir indiiktérde depolanan enerji E
asagidaki gibidir:

E :%Liz [27]
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Uzerinde v potansiyel gerilimi olan bir kapasitorde depolanan enerji
E asagidaki gibidir:

E :%CVZ [28]

Bir direng/resistér enerji depolamaz, sadece harcar. Uzerinde v
potansiyel gerilimi olan bir resistor i¢in harcanan P kuvveti
asagidaki gibidir:

P=iv="" [29]

Elektrik devreleri modelleri gelistirmek i¢in iki devre kanununa
ithtiyacimiz var:

1 Kirchoff'un akim kanunu
Herhangi bir devreye (ekleme) giren toplam akim, o eklemden
cikan akim toplamina esittir; yani bir eklemdeki akimlarin
cebirsel toplami sifirdir.

2 Kirchoff un voltaj kanunu
Dongii  (loop) olarak adlandirilan kapali bir hat boyunca,
dongiiyli olusturan elemanlarin {izerindeki voltajlarin cebirsel
toplami sifirdir. Bu, e.m.f. (elektromotor kuvvet) kaynagi iceren
bir dongii i¢in, her bir devre elemani iizerindeki voltaj
diismelerinin cebirsel toplami, uygulanan e.m.f.’lerin cebirsel
toplamina esittir demekle ayni seydir.

Bir model gelistirmeyi orneklemek icin, Sekil 1.8’de gosterilen
devreyi ele alalim.
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Sekil 1.8 Resistor/direng, kapasitor seri devresi

Kirchoff’un voltaj kanununu kullanarak asagidaki bagintiy1 buluruz:

ve, vg = Ri ve i = C(dv¢/dt) oldugundan:
dv
v:RC-E%+vC [30]

Bir bagka ornek olarak, Sekil 1.9’da gosterilen devreyi ele alalim.

Vr VL
+“— <4
| S |

R L

10 ¢ =4

Sekil 1.9 Resistor-indiiktor-kapasitor seri devresi

Kirchoffun voltaj kanununu uygularsak, asagidaki bagintiy1
buluruz:

o di
=Ri+ Ld_; +ve
i = C(dv/de) oldugundan, di/dt = C(d*v/df’) dir ve bu nedenle:

dv¢ +LCd2vC

v=RC
dt dr’

Tve [31]

daha ileri bir ornek i¢in, Sekil 1.10°u ele alalim. 4 eklemi igin
Kirchoff’un akim kanunu kullanilarak agagidaki bagint1 elde edilir:

i\ =i, +i
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Sekil 1.10 Resistor-kapasitor-indiiktor devresi

Resistor iizerindeki potansiyel gerilim (v-vg)’dir ve ve indiiktor
iizerindeki, ayn1 zamanda kapasitor lizerindeki potansiyel gerilimdir.
Boylece:

_Y~'
R
1
i ——Ivcdt
. dv,
i, =C—
} t
Bu nedenle:
Y~ Vc +lj'vcdt+C—de

R dv
v=—|v.dt+ RC—E +v
LI ¢ €

Elektro-mekanik sistemler

Bir yiikii siiren kalici-manyetik d.c. motorlari i¢in bir modelleme
yapmaya calisalim. Aki yogunlugu B olan bir manyetik alana dik
olan ve L uzunlugunda, akim tasiyan bir iletken {izerine etkiyen F
kuvvetinin biiytlikliigli: i akim olmak iizere, BiL’dir (Sekil 1.11 N
sarimli bir bobin i¢in, bu kuvvet NBiL’dir. Bobinin sarili oldugu
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armatiire etki eden 7 torku, b sarim genisligi olmak lizere, asagidaki
gibidir:

T = NBiLb

Tork bdylece akimla dogru orantilidir ve bu nedenle, bir k; sabiti
icin, torku agagidaki gibi yazabiliriz:

T =kii [33]
Genislik b
? Uzunluk L

Sekil 1.11 Armatiir bobini

Eger bir motor, eylemsizlik momenti / olan bir yiikii siiriiyorsa ve
donen motor saftinin w agisal hizi i¢in, amortisman torku cw ise,
safta etki eden net tork asagidaki gibidir:

net tork =kji—co
Bu tork, dw/df agisal ivmesine sebep olacak ve bu nedenle:

do
) ey 4
» [i—cw [34]

Armatiir bobini bir manyetik alan i¢inde dondiigiinden, bobin
iizerinde indiiklenmis bir e.m.f. olacaktir. Bu e.m.f., kendi
olusumuna neden olan degisimi karsilayacak yondedir ve geri e.m.f.
olarak adlandirilir. Geri e.m.f. v, bobine etki eden aki miktarinin
zamana bagli degisimiyle dogru orantilidir ve bu nedenle bobinin
acisal hiziyla dogru orantilidir. Béylece, £, sabiti i¢in:
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Yy :kza) [35]

Armatiir devresinin, bir resistore seri baglanmis bir indiiktorden
olustugu disiiniilebilir (Sekil 1.12). Devreye Kirchoff’un voltaj
kanununu uygularsak:

V,—Vp = L£+Ri
dt
Denklem [35]teki v,’yi, yerine koyarsak, asagidaki baginti elde
edilir:
v, —ko = LY+ Ri [36]
a 2% = dt
Boylece, agisal hizin zamana bagli nasil degistigini aciklayan, iki

eszamanl1 diferansiyel denklem elde etmis olduk, denklem [34] ve
denklem [36].

Sekil 1.12 Armatiir devresi

vy v
e ¢
! L R Geri e.m.f.

Akiskan sistemleri

Bir akigkan sistemi icin, ii¢ yapt blogu, diren¢ kapasitans ve
inertans’tir; bunlar elektrikteki resistans, kapasitans ve indiiktansin
esdegerleridir. Elektrik akiminin esdegeri, hacimsel akis hizi ve
potansiyel gerilimin esdegeri basing farkidir. Hidrolik akigkan
sistemlerinin sikistirilamaz bir sivi igerdigi varsayilir; buna ragmen
pnomatik sistemler sikistirilabilir gazlar igeriyor ve bunun sonucu
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olarak basing degisimleri oldugunda yogunluk ta degisir. Figiir
2.13, hidrolik sistemler i¢in temel yap1 blok formlarin1 gosteriyor.

Akig hizi g —b
—\ D]
_’ _+ 5-1;'._.

___/_B ;
Basing asing
P, P, h
, P2 —ps:-,
(a) Direng R
Kesit alani q -
A

(b) Kapasitans

Kesit alani
A

Sivi
kiitlesi

(c) Inertans

Sekil 1.13 Hidrolik yapt bloklar

1 R Hidrolik resistansi, bir stvinin, ¢ap1 farkli olan bir borudan,
baska bir farkli captaki boruya akarken, akisa karsi direncidir
(Sekil 1.13(a)) ve Ohm kanununun hidrolik esdegeri olarak
asagidaki gibi tanimlanir:

pPi—P,=Rq [37]

2  Hidrolik kapasitans C, hidrolik sivimin potansiyel enerji
formunda depolandigr (Sekil 1.13(b)), enerji depolanmasini
tanimlar. Depolanan sivinin hacmindeki degisim hizi, sivinin
kaba hacimsel giris hiz1 g, ile ¢ikis hiz1 ¢, arasindaki farka esittir,
yani:

Fakat VV = Ah’dir ve bu nedenle:

dh
q, 4> :AE [38]
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Girdi ve ¢ikt1 arasindaki basing farki asagidaki gibidir:

pi—P,=p=hpg [39]

bundan dolay1, denklem [38]’deki /#’1n yerine yazarsak:

_Adp
pg dt

9, — 4>

[40]
Hidrolik kapasitans asagidaki gibi tanimlanir:

c-4 [41]
Ps

bu nedenle denklem [40]’1 tekrar asagidaki sekilde yazilabilir.

d,
q-4:=C] [42]

Bu da, agagidaki gibi yazilabilir:
1
P:EI(Ql_qz)dt [43]

Hidrolik  inertans  elektrik  sistemlerindeki  indiiktansin
esdegeridir. Bir akiskani ivmelendirmek icin, net bir kuvvet
gereklidir ve bu basing farkiyla saglanir (Sekil 1.13(c)). Boylece,
a ivmesi i¢in, yani v hizinin zamana bagl degisimi igin:

d
(p1—py)A=ma =md—: [44]

Ivmelenen akiskanm kiitlesi m = Alp’dir ve akis hiz1 ¢ = Av’dir,
bu nedenle denklem [44], asagidaki gibi yazilabilir:

d.
(p—pr)A= Lpd_lz{ [45]
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d
D —DPy= Id_‘: [46]

Inertans 7 da asagidaki gibidir:

Lp
== 4
! A [47]

Pnomatik sistemler i¢in:

1

Pnématik resistans R, bir gazin akisa gosterdigi direnctir ve
kiitle akis hiziyla tanimlanir dm/dt:
dm

PP = R; [48]

Pnématik kapasitans C, gerilmis veya sikistirilmis bir yayin
enerji  depolamasi1 ile karsilastirilabilir  ve  gazlarin
sikistirilabilirligi ilkesine dayanir. Eger bir kaba giren gaz
akisinin kiitle degisim hizi dm;/d¢  ve c¢ikisininki dmy/de ise
kaptaki kiitle degisim hizt dm;/d¢t-dm,/de’dir. V' hacimli bir
kaptaki r yogunluguna sahip bir gazin kiitlesi r/”’dir ve bu
nedenle hem kabin hacmi ve hem de yogunluk zamana bagh
degiseceginden:

kiitle degigim hizi —46Y) _ ,dV  dp [49]
dt dt dt

Ideal bir gaz i¢in, R, gaz sabiti olmak iizere, pV'= mR,T"dir ve bu
nedenle p=r R,T’dir ve dp/dt = R,I(dr/d¢)’dir. Boylece,
V(dr/dt)= (V/R,T)(dr/dt)’dir. Buradan (dV/d¢)= (dV/dp)(dp/dt)
bagintisin1 yazabiliriz ve denklem [49] asagidaki sekilde
yazilabilir:

. . dv vV \dp
kiitle d hizi =| p b —— 50
utle degisim hizi {p W +RgTJdt [50]

Kabin hacminin degisimine bagli C; pnomatik kapasitansi
asagidaki gibi tanimlanir:
dv

C =p-— 51
lpdt []
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ve gazin sikistirilabilirligi ilkesine bagl C, pnomatik kapasitansi
da agagidaki gibi tanimlanir:

V
C,= 52
=27 [52]
Bundan dolay1:
kiitle degisim hiz1 =(C, +C, )% [53]

Bu ayn1 zamanda asagidaki sekilde yazilabilir:

vl [54]

Pnomatik inertans I, blok bir gazin bir boru boyunca hareket
ettirilirken momentumunun degistirilmesi i¢in gerekli basing
diismesinden kaynaklanir. Newton’un ikinci kanunu kullanilarak
asagidaki bagint1 elde edilir:
d(mv)
(P —py)A= d [55]
L uzunlugunda, diizenli bir A kesit alanina ve r yogunluguna

sahip bir blok gazin kiitlesi m=rLA4’dir. Bdylece:

(p-p)a=L7ED) [56]

akisin kiitle degisim hizi r4v’dir ve bu nedenle denklem [56]
asagidaki gibi yazilabilir:

Ld ,.
Pop= (kiitle akis hizy) [57]

Pnomatik inertans / asagidaki gibi tanimlanir:

L
1-= [58]

ve denklem [57] asagidaki sekilde yazilabilir:
Bi—py = 1% (kiitle aks hizy) [59]
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Bir hidrolik sistem 6rnegi icin, Sekil 1.14’teki sistemi ele alalim.
Akis hizlarinin ¢ok yavas degistigi varsayilabileceginden, inertansi
ihmal edebiliriz. Kapasitans terimi i¢in asagidaki ifadeye sahibiz:

dp A dp
g, =c¥E_ 2% 60
91— 9 dt  pg dt [60]
! q,
* Kesit alani
A
h
Valve
<] —»
q

Sekil 1.14 Hidrolik sistem

Valf resistansi icin, elimizde asagidaki ifade var:
P — P> =Ry,

Boylece, denklem [61]’de ¢, yi yerine yazarsak ve basing farki ~rg
ise asagidaki baginti elde edilir:

a@ :Ad_’t’+"ﬁ [61]

Bir pnomatik sisteme 6rnek olarak, Figiir 2.15’te gosterilen koriik
sistemini ele alalim. Koriiklere dogru olan akis hizinin ¢ok yavas
degismesini bekledigimizden, Inertans ihmal edilebilir. Resistans
degiskeni, koriiklere dogru olan kiitle akis hizi i¢in, asagidaki
bagintiy1 verir:

dm

—p,=R—
D= P dt

ve kapasitans degiskenleri, koriiklere dogru olan kiitle akis hiz1 igin,
asagidaki bagintiy1 verir:
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kiitle degisim hizi=(c, + C, )R%

Fakat koriiklerden disar1 hig bir kiitle akis1 yok, bu nedenle akis hizi
= dm/dr’dir ve bu sebeple asagidaki bagintiy1 yazabiliriz:

- d,
PP =(crey) 7 [62]

koriik sadece bir yay formudur ve bu nedenle, k koriik elastikiyeti, y
basing sonucu uzama miktari olmak tizere, F' = p»A = ky yazabiliriz.
Bunun sonucunda, denklem [62] asagidaki sekilde yazilabilir:

k

k d
P =R+ C) =4y [63]

C; = r(dV/dp,)°dir ve V = Ay oldugundan ve p,4 = ky oldugundan,
V= Ang/k’dir; 0 zaman, C; = rA%/kV dir. R, gaz sabiti olmak iizere,

C, = V/R;T = Ay/R,T"dir. Bunun sonucunda, denklem [63] asagidaki
sekilde yazilabilir:

Resistans :
R :
-I_T Kesit alani
P, _—M_ A
e
Yer degigtirme y
Sekil 1.15 Koriikler
pA®> Ay \kdy k
=Rl — 4 64
P [k +RgTJAdt+Ay [64]

Termal sistemler

Termal sistemler iki tane temel yapi bloguna sahiptir: resistans ve
kapasitans.
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1 Termal resistans R, g 1s1 akis hizinin olusturdugu resistanstir ve
T>-T; 1smin aktig1 ortamlar arasindaki sicaklik farki olmak
iizere, asagidaki sekilde tanimlanir:

I,-1,

-0 [65]

2 Termal kapasitans, bir sistem i¢inde, i¢ enerji depolamasi i¢in
bir 6lgme birimidir. Eger bir sistemin i¢ine dogru olan 1s1 akis
hiz1 g; ve sistemden disar1 dogru 1s1 akis hizi g, ise, sistemin i¢
enerjisinin degisim hiz1 ¢;-g,’dir. I¢ enerjideki bir artis, sicaklik
degisimine neden olabilir; m kiitle, ¢ 6zgiil 1s1 kapasitesi olmak
iizere:

i¢ enerji degisim miktar1 = = mc‘fl—j
Boylece i¢ enerji degisim hizi, mc ile sicaklik degisim hizinin
carpimina esittir. Bundan dolayt:

-q, =mc T
9. — 4> dt

Bu denklem, C = mc olmak iizere, asagidaki sekilde yazilabilir:

q1— 49> :CE [66]

Bir kati1 araciligiyla 1s1 iletimi i¢in, 1s1 akiginin hizi, kesit alaniyla
ve sicaklik gradyaniyla dogru orantilidir. Bu nedenle, 7; ve T,
sicakligina sahip ve aralarindaki uzaklik L olan iki nokta i¢in, &
sicaklik iletim degiskeni olmak tizere:

g= kT2 [67]

Bu nedenle, bu bicimde bir 1s1 transferi i¢in termal resistans R,
L/Ak’dir. 1ki nokta arasinda konveksiyon yoluyla 1s1 transferi icin,
Newton’un soguma kanunuyla, (7>-T7) sicaklik farki, 4 1s1 transfer
degiskeni ve A sicaklik degisiminin oldugu ylizeyin alani olmak
iizere asagidaki bagint1 elde edilir:

q=AnT,-T) [68]
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Boyle yapilan bir 1s1 transferi i¢in termal resistans, bu nedenle
1/Ah tir.

Bir o6rnek olarak, T sicakligindaki bir termometrenin, Ty sicakliginda
daha sicak bir stvinin i¢ine kondugu basit termal sistemi ele alalim.
Sividan termometreye dogru 1s1 akisina karsi gelen termal resistans
asagidaki gibidir:

q=—" [69]

Termometrenin termal kapasitansi asagidaki sekilde bulunur:
dT

—g, =CZ
9, — 4> at

Sividan termometreye dogru, sadece net bir 1s1 akisi oldugundan
dolay1, bu denklemi agagidaki sekilde yazabiliriz:
dT

g4=C— [70]

Bunu, denklem [69]’taki ¢’nun yerine yazarsak, asagidaki bagintiy1
elde ederiz:
cdr _T,-T
dt R

Bu, yeniden diizenlendiginde asagidaki bagint1 elde edilir:

dT
RC= 4T =T, [71]

Diferansiyel bagintilar

Bu boélimde daha once ele alinan modellerden de anlasilabilecegi
gibi, bir ¢ok sistem diferansiyel denklemlerle ifade edilebilir. Bir
diferansiyel denklem, bir fonksiyonun tlirevlerini iceren denklemdir.
Normal diferansiyel denklem terimi, sadece tek bagimsiz degisken
s6z konusu oldugunda kullanilir; eger iki ve daha ¢ok bagimsiz
degisken varsa, denklem, parcali diferansiyel denklem olarak
adlandirilir. Bir diferansiyel denklemin derece’si, denklemde olan en
yiiksek dereceli tiirevin derecesi olarak tamimlamr. Ornek olarak,
yukarida [71] no’lu denklem, en yiiksek dereceli tiirev d7/dt
oldugundan ve sadece bir bagimsiz degisken bulundugundan; bu
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denklem birinci-derece normal bir diferansiyel denklemdir. [31].
Denklem, yani:

v, +LCd2vc +v

v=RC
dt > ¢

en yiiksek dereceli tiirev d*v./df’ oldugundan ve sadece bir bagimsiz
degiskeni bulundugundan; ikinci-derece olagan diferansiyel
denkleme Ornek gosterilebilir. Genelde, n’inci dereceden bir olagan
diferansiyel denklem, y zamana bagl bir fonksiyon ise, a,, a,.s,...a;,
ap katsayilar olmak tizere, agagidaki forma sahiptir:

dyn dyn—]

g I g

+...+al%+a0y=f(t) [72]

Eger bagimhi degisken ve biitiin tiirevleri birinci-dereceyse,
bagimli degiskeni igeren bir terimler carpimi yoksa, yani y(dy/df)
yoksa, degiskenin trigonometrik logaritmik veya iistel fonksiyon
formlar1 yoksa, bu diferansiyel denklem /ineer’dir denir. Ornek
olarak, dy/dr + 7 = 0 ve (dy/dt)’ + y = 0 lineer diferansiyel denklem
degillerdir.

Diferansiyel denklemleri ¢6zmek
Birinci-dereceden bir diferansiyel denklemi, eger degiskenler
ayrilabiliyorsa, yani asagidaki formdaysa:

2 [73]

bu tip denklemleri, her iki tarafinda x’e gore tlirevini alarak
¢Ozebiliriz.

j%dx = [ f(x)dx

Bu, degiskenleri ayirarak asagidaki ifadeyi yazmakla esdegerdir:
[dy = f(x)dx [74]

Asagidaki forma sahip birinci-derece bir fonksiyonu ele alalim:

a1%+a0y:0 [75]
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Bir sisteme, harici bir kuvvetin etkisiyle bir girdi yoksa, homojen bir
denklem elde edilir, harici bir kuvvetin etkisiyle bir girdi varsa
homojen olmayan bir denklem elde edilir. Ornek olarak: kapasitor
istiindeki potansiyel farkin (ylikler kapasitorden bosalirken)
zamana bagli nasil degistigini agiklayan ve sadece bir dirence seri
bagl yiiklii bir kapasitore sahip bir elektrik devresi i¢cin homojen bir
diferansiyel denklem elde edilir.

Buna ragmen kapasitdr’e ve resistor’e seri bir e.m.f. kaynagimiz
varsa; e.m.f. kaynagi, zorlayici bir girdi saglar ve homojen olmayan
bir denklem elde edilir. Birinci-dereceden diferansiyel denklemimiz
dy/dx + y = 0 olsun. Bu tip bir denklem homojendir ve ¢oziimii
y = Ce™dir. Simdi de denklemimiz dy/dx + y = 0 olsun.

Bu tip bir denklem homojen degildir. Bunun ¢oziimi, y = Ce
*+2°dir. Boylece, bunun ¢oziimii, homojen denklemin genel
cozlimiiyle bir bagka terimin toplamidir. Homojen diferansiyel
denklemin genel ¢oziimii, tamamlayict fonksiyon olarak, homojen
olmayan ¢oziim igin eklenen terim ise belirli integral olarak
adlandirilir. Belirli integral, belirlenmis bir ¢oziimdiir; bu durum igin
homojen olmayan denklem i¢in, y = 2’dir. Eger bu homojen
olmayan denklemde yerine konursa, 0 +2 = 0 elde ederiz. Bu da
gercekte bunun belirli bir ¢oziim oldugunu dogrular. Belirli bir
integral elde etmek i¢in, ¢ozlimiin diferansiyel denklemin zorlayici
terimiyle ayn1 formda olacagin1 varsaydik. Boylece, eger bu bir
katsay1 ise, y = A’y1 deneriz, eger a + bx +cx’+... formundaysa;
y = A + Bx +Cx’+...°yi deneriz, eger iistel bir terimse, y = €™’si
deneriz; eger bir siniis veya kosiniis ise, y = Asin wx + Bcos wx’1
deneriz.

Ornek olarak, dy/dx + y =2x diferansiyel denklemini ele alalim:
Denklemin homojen hali, dy/dx + y =0’dir. Degiskenleri ayirarak, y
=¢™ tamamlayici fonksiyonunu verecek sekilde ¢6zebiliriz. Belirli
integral icin, y = A + Bx’i deneriz. Diferansiyel denklemde bunu
yerine koyarsak, B + 4 + Bx = 2x denklemini elde ederiz.
Katsayilar esitlersek, 4 = -2 ve B = 2 sonucunu buluruz. Boylece
belirli integral, y = -2 + 2x’dir ve bu nedenle homojen olmayan
diferansiyel denklemin ¢oziimii y = Ce™ -2+2x’dir.

Ikinci-dereceden bir diferansiyel denklemin ¢dziimiinii elde
etmek i¢in, tamamlayict  fonksiyon ve belirli integral bulma
teknigini kullanabiliriz. Bir 6rnek olarak, asagidaki ikinci-derece
diferansiyel denklemin ¢oziimiinii belirlemeyi ele alalim:
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2
d—y—Sd—y+6y:x2
dx*  dx

Bu denklemin homojen hali asagidaki gibidir:

d’y _dy
£Y 59 6y-0
dx?  dx Y

Bunun i¢in, ¢oziimiin, y = Ce™ seklinde oldugunu varsayabiliriz ve
bunu homojen denklemde yerine koyarsak, asagidaki yardimci
denklemi elde ederiz:

s2—55+6=0

Bu, carpanlarina ayrilirsa (s-3)(s-2) elde edilir ve bu nedenle ikide
degerimiz var; s; = 3 ve s, = 2. Boylece tamamlayict fonksiyon
asagidaki gibidir:

y= Ae’* + Be**

Belirli integrali bulmak icin, y = C + Dx + Ex”’yi deneriz. Bunu
homojen olmayan denklemde yerine koyarsak, asagidaki baginti
elde edilir:

2E —5(Q2Ex + D)+ 6(C + Dx + Ex*) = x*

Katsayilar esitlenirse, C = 19/108, D = 5/18 ve E = 1/6 bulunur.
Boylece belirli integral, asagidaki gibidir:

19,5 1

Y 18 186
boylece homojen olmayan diferansiyel denklem ig¢in ¢6ziim
asagidaki gibidir:

y=Ae™ + Be*™ +£+ix+lx2
108 18 6
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2. DINAMIK TEPKI

Gegici ve kararh hal tepkileri

Eger kilonuzu 6l¢mek tizere bir baskiil lizerine ¢ikarsaniz, baskiil’iin
gostergesindeki rakamlar, kararl bir degere doniisene kadar, bir stire
salimim yapar. Bu 6zellik, bir ¢cok sistemin karakteristik 6zelligidir:
bir girdi degisikligi oldugu zaman olusan ve zamanla yok olan gegici
bir tepki ve biitiin gecici tepkiler yok oldugu zaman ortaya ¢ikan
kalict hal. Bir sistemin toplam tepkisi, ge¢ici ve kararli-hal
tepkilerinin toplamidir.

toplam tepki = gegici tepki + kararli-hal tepkisi [1]

Sekil 2.1, dikey bir yay sistemine bir anlik asilan bir agirlik sonucu
nasil tipik bir tepki verdigini resmediyor.

Toplam
0
T zaman
Eklenen Gegici
agirhk sapma 0 \_//"‘\\_
/ Zzaman
Kararli-hal
sapmasl
0
zaman

Sekil 2.1 Ani bir girdiye karsi tepki
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Standart girdi sinyalleri

Standart girdi sinyalleri, birim adim, birim rampa ve darbe’dir; Sekil
2.2, t = 0 aninda baslayan bu tip sinyallerin, idealize edilmis
formlarin1  gosteriyor. Birim adim  fonksiyonu u(?) ile
gosterilmektedir.

X X X
1 Egim
1 birim/saniye
0 Zaman 0 Zaman 0 Zaman
(a) Birim adim (b) Birim rampa  (c) Birim darbe

Sekil 2.2 Standart girdi sinyalleri

¢t = 0 aninda olusan birim adim, ¢ < 0 i¢in 0 degerine, ¢ > 0 igin 1
degerine sahiptir. £ = 0 aninda baglayan birim rampa, ¢ < 0 i¢in 0
degerine, ¢ > 0 i¢in ¢ aninda 1¢ degerine sahiptir. = 0 anindaki birim
darbe, genislik olarak sifir aralifina indirgenmis ve bdylece ¢ = 0
aninda sonsuz bir ylikseklige ve 1 birim alana sahip, dikdortgen bir
darbe seklinde diisiiniilebilir (Sekil 2.3). birim darbe fonksiyonu 6(7)
ile gosterilir.

Alan = .
X Alan = 1 X an=1 Sonsuz

/ bilyiikliik
/ sifir

zamanli

0 t 0 t 0 t
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Sekil 2.3 Birim darbe

Birinci-derece sistemlerin tepkisi

Birinci-derece bir sistemin bir birim adim girdisine verdigi tepkiyi
diisiinelim; mesela, sicak bir siviya bir anda sokulan bir
termometrenin tepkisini diisiinelim. Bu ani degisim, adim girdisine
bir ornektir. Birinci boliimde, bdylesi bir degisime karsilik gelen
diferansiyel denklem [71], asagidaki gibi belirlenmisti:

dT
RC—+T-=T, 2
T=T, [2]

burada, 7, termometre tarafindan gosterilen sicaklik; 77 , sivinin
sicakligi; R, termal resistans; C, termal kapasitanstir. Boylesi bir
denklemi ‘degiskenlerine ayirma’ teknigiyle ¢ozebiliriz. Bdylece,
degiskenlerine ayirmak bize asagidaki denklemi verir:

SRS [3]
T-T, RC

daha sonra integral alirsak, 4 bir sabit olmak flizere, asagidaki
denklemi elde ederiz:

~In(T-T,)=(/RC)t+A

Bu denklem, B bir sabit olmak tizere ve t=I1/RC olmak iizere,
asagidaki sekilde yazilabilir:

T—TL :eAe—t/r :Be—t/‘r

t zaman sabiti olarak adlandirilir ve ¢ iissel terimini olusturmak
icin gereken zaman olarak diisiiniilebilir. Eger termometreyi sicak
stviya =0 aninda soktugumuzu diisiiniirsek ve o anda 7, sicakligini
gosteriyorsa; o zaman B = T; — T denklemini elde etmemiz gerekir.
Bu sebeple denklem agagidaki sekilde yazilabilir:

T=(Ty-T,)e"" +T, [4]
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¢ biiylidiikge iissel terim yok olacak ve gecici tepkiyi verecektir. 77 ,
netice olarak elde edilecek kararli-hal degeridir.

Tablo 2.1, zaman sabitinin farkli katlar i¢in, elde edilen kararli-
hal tepkilerinin yiizdesini gosteriyor.

Tablo 2.1 Birinci-derece sistem tepkisi

Zaman % tepki
0 0

1t 63.2

2t 86.5

3t 95.0

4t 98.2

5t 99.3

) 100.0

Daha ileri bir 6rnek olarak, termometrenin bir rampa sicaklik
girdisine verdigi tepkiyi diistinelim: mesela zamanla diizenli bicimde
artan bir sicaklik olsun. Diferansiyel denklem, a bir sabit ve T, =0
anindaki sicaklik olmak {izere asagidaki denkleme doniistir:

RC‘;—{+T=at+TO [5]

Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii asagidaki gibidir:
T=ate"'" +a(t-7)+T, [6]

Ussel terim, gegici tepkiyi, diger terimler kararli-hal tepkisini verir.
Kararli-hal  tepkisi i¢in dikkat edilmesi gereken nokta,
termometrenin her zaman gergek sicakliktan daha diisiik bir degeri
gostermesidir. ¢ aninda gergek sicaklik at+7,’dir ve bu nedenle
kararli-hal hatas1 a t’dir.

Ikinci-derece bir sistemin tepkisi
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Sekil 2.3’te goriilen formda bir yay-amortisman-kiitle sistemini
diisiinelim. # = 0 aninda bir F kuvvet girdisine maruz kalan kiitlenin
yer degistirmesi y’ye karsilik gelen diferansiyel denklem(iinite 2,
denklem[12]), asagidaki gibidir:

d’y  dy

m—-+c—+ky=F 7
ronirald [7]

Soniimleme ve F kuvvetinin varhiginda, asagidaki homojen
diferansiyel denklemi elde ederiz:

dzy
m——+ky=0 8
dt? 4 8]

Bu, -y ile orantili bir ivmeye sahip bir salinimi tanimlar ve basit bir
harmonik hareketin tanimlarindan biridir. Bu denklemin bir ¢éziimii
y = sin ot ’dir. Eger bunu denklem [8]’de yerine koyarsak,
o=Ju/m) 'yl elde ederiz. Bu, w, dogal agisal frekans olarak
adlandirilir.

Eger bu terimi kullanirsak, asagidaki denklemi elde ederiz:

0, =% [9]

ve soniimleme oram diye adlandirilan sabiti asagidaki gibi
tanimlarsak:

denklem [7]’yi asagidaki formda yazabiliriz:

2
! dy+£d_y+y:£ [11]

o, dt* o, dt k

Bu diferansiyel denklem, tamamlayici fonksiyon ve belirli integral
saptamasi metoduyla ¢oziilebilir. Diferansiyel denklemin homojen
formu i¢in, yani sifir girdili denklem i¢in:
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y=Ae" formunda bir ¢dziim bulmayr deneyebiliriz. Bu, bize
asagidaki yardimci denklemi verir:

1 2
—2s2+—§s+1:0
o, ,

P20+ @ =0

Bu denklemin kokleri asagidaki gibidir:

252 2
e L S AN = [12]

2

1 Sé'niimleme orani 0 ile 1 arasinda ise
Iki tane karmasik kok vardir:

s=—¢w,tj 1—4‘2

Bunu asagidaki gibi yazabiliriz:

s=—(w, tjo [13]
Eger
o=0,1-¢° [14]

ise, bunun sonucunda asagidaki denklemi elde ederiz.

= deContioN | go-s@,—imt

= e ! (e + Be ™)
Euler denklemini kullanarak, bunu asagidaki gibi yazabiliriz:

y =e @ (Pcosat +Qsin ar) [15]
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Bu bir bagka alternatif formda yazilabilir. @ acis1 ve P ve Q kars1
kenarlarina sahip dik-acilt bir liggen diisiiniirsek (Sekil 2.4),

sing=P/y(P2+0%) V€ cosg=0/y(P>+0%) .

Bu sebeple, bu bagintiyr kullanarak, sin(wf+@)=sinwt cosg+
coswt sin@’dir ve denklem [15]’1, C bir sabit ve @ faz farki olmak
iizere, asagidaki sekilde yazabiliriz:

y = Ce 5@ sin(wt + @) [16]

Bu soniimlii sintizoidal salinimi1 tanimlar. Boylesi bir hareket, alt
sontimliidiir.

¢

Q
Sekil 2.4 @ agist

2 Soniimleme orani 1’e esitse
Bu, esit iki kok verir, 51 = s, = -w, , ve ¢0zliimii, 4 ve B sabit
olmak iizere, asagidaki gibidir:
y = (At + B)e " [17]

Bu, salinimi olmayan iistel bir bozunmay1 tanimlar. Bu tip bir
hareket kiritik soniimlii hareket olarak adlandirilir.

3 Séniimleme orani 1 den biiyiikse
Bu, iki reel kok verir:

5| =—0,6 + @, 4’2 -1

5=, + w57 -1 [18]
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Bunun sonucunda, 4 ve B sabitler olmak iizere, asagidakini elde
ederiz:

y=Ae"" + Be™' [19]

Bu, kararli-hal degerine ulasmasi, kritik soniimlemeli durumdan
daha uzun siiren lssel bir bozunmay1 tanimlar. Bu hareket, iist
soniimlemeli hareket olarak adlandirilir.

Yukaridaki analiz, ikinci-derece diferansiyel denklem igin
tamamlayict fonksiyonlar1 verir. Belirli bir integral igin, F
biiyiikliigiinde bir adim girdisine sahip oldugumuz bu durum igin,
belirli integral x = A’y1 deneyebiliriz. Bunu diferansiyel denklem
[11]’de yerine koyarsak, A=F/k bagmtisim1 elde ederiz ve boylece
belirli integral y=F/k’dir. Boylece, diferansiyel denklemin ¢oziimleri

asagidaki gibidir:

1 Séniimleme orani 0 ile 1 arasinda ise, yani alt soniimlii ise;
y=Ce " sin(wrt + @)+ F | k [20]

2 Soniimleme orani 1 e esit ise, yani kritik soniimlii ise;
y=(At+B)e ™" +F/k [21]

3 Séniimleme orani 1 °den biiyiik ise, yani iist soniimlii ise;
y=Ae"" +Be* +F/k [22]

Her durumda, ¢ sonsuza giderken; y, F/k degerine gidiyor. Bunun
sonucunda, kararli-hal degeri F/k’dir.

Transfer fonksiyonu

Diferansiyel denklemler, heniiz ¢ikt1 ve girdi arasindaki bagintiy1 net
bicimde ifade etmemizi saglamiyor. Bunu yapmanin basit bir yolu
transfer fonksiyonu kullanmaktir. Bunu kullanmak i¢in, girdi ve
ciktinin zamana nasil bagl oldugunu gosteren diferansiyel denklemi,
Laplace doniisiimii olarak adlandirilan bir teknik kullanarak, basit
bir cebirsel denkleme doOniistiiriiriiz. Bu doniisiim, zaman
diizleminden, s-diizlemine yapilir.

Bir sistemin kararli-hal kazanci, kararli-hal c¢iktisinin girdiye
oran1 olarak tamimlanir. Transfer fonksiyonu asagidaki sekilde
tanimlanir:
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cuktininLaplace doniisonil [23]

Transfer fonksiyonu = ~——
girdinin Laplace doniigonii

Girdi x(?) ig¢in, c¢ikt1 y(z)’dir. Transfer fonksiyonunun, girdi ve
ciktinin s-diizleminde oldugunu gostermek i¢in, denklem asagidaki

sekilde yazilir:
_Y()
6= [24]

biliyiik harfler s-diizlemindeki degiskenler i¢in kullanilir. Bunun
sonucu, s-diizlemindeki bir sistem, Sekil 3.5’te gosterildigi gibi
tasvir edilebilir.

x(t) y(t) X(s) y(s)
—» 6 > —» G5 —»

(a) (b)

Sekil 3.5 Zaman diizleminde(a), ve s-dlizleminde(b) sistem

Laplace donusiimi

Bir zaman fonksiyonu f{z)’nin Laplace doniisimi su sekilde
tanimlanir:
Verilen zaman fonksiyonu f{t)'vi € ile ¢arpalim ve carpimin
stfirla sonsuz arasinda integralini alalim. Sonu¢ alabiliyorsak,
f(t) 'nin Laplace doniisiimii olarak adlandirir ve L{f(t)} = F(s)

seklinde gosteririz.
F(s)=L{f(t) = Te*-“’ (&)t [25]
0

Integralin 0 ile +oo arasinda alindigini ve bu yiizden tek-tarafli
oldugunu ve -0 ile +oo tam zaman araliginda alinmadigini dikkat
edin.

Bir 6rnek olarak, f{) = e” Laplace doniisiimiinii ele alalim.
Denklem [25]’1 kullanarak:
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E[f(t)] = Teat87Stdt _ Tei(X7a)tdt
0 0

EE

Bir baska ornek, birim adim fonksiyonunun Laplace
doniisiimiinii ele alalim. Laplace dontisiimii [27] ile verilmistir:

" —st |°
[ e [27]
0 =S |, §

Simdi birim darbe fonksiyonunun o(¢) doniisiimiinii ele alalim.
Boyle bir darbe fonksiyonunun, genisligi k olan bir birim alan
dikdortgen darbe fonksiyonunun k genisliginin, limit k—0’a
giderken, darbe fonksiyonunu verecek sekilde azaltilmasiyla
olustugu diisiiniilebilir. Sekil 2.6’da  gosterilen, birim alan
dikdortgen darbe i¢in, Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

k ©
L{birim alan darbe} = j%ﬁ'dt + [0 at
0 k

LT
=|——e
sk 0

1 —sk
=——( " -1
7 )

Ussel fonksiyonunun yerine seri agilimimni koyabiliriz, bdylece elde
ettigimiz:

L{birim alan darbe}

2 3
=_L(l+(_sk)+ﬂ_ﬂ+m_l}
sk 2! 3!

Boylece limit k—(0’a giderken, Laplace doniisiimii /’e dogru gider
ve bu nedenle bir darbenin ¢ = (’da Laplace doniigiimii:

L{s@m)=1 [28]
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1)
Vk Birim alan
/”‘/
0 k Zaman

Sekil 2.6 Birim alan dikdértgen darbe

Boyle integrallerle ugrasmak yerine, standart doniisiimlerin tablolar1
mevcuttur ve bu tablolar, bu gibi doniisiimlerin temel 6zellikleri ile
birlikte, ¢ogu problemin iistesinden gelmeyi saglar. Tablo 2.2,
yaygin bazi doniigiimleri gosteriyor.

Tablo 2.2 Laplace doniisiimleri

J® Lif(0)}
birim darbe d(t) 1
birim adim u(2) 1
S
birim rampa ¢ LZ
S
n I’l'
4 n+l
-at 1
e
s+a
1-e* ?
s(s+a)
te !
(s+ a)2
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tne-at n!
(S+a)n+1
o e-bz b-a
(s+a)(s+b)
- s
(1-at) e R
(s+a)
_ a _ ab
1- e+ e _—
—-a b—a s(s+a)(s+b)
. w
Sin wt 3 5
ST +w
s
COoS wt 3 7
sT+w
2
w
1-cos wt ——
s(s”+w?)
at - w
e “ Sin wt Q> 3
(s+a) +w
: s+a
e “ COS wt — Q> 3
(s+a)y +w
w?
w

1-¢2

e P sinw1-¢%1,¢ <1

s +20ws +w?

2

— e sin(an1-¢2t+¢) ud
cosg=¢

1-¢2

Temel ozellikler

s(s? + 24ws + w?)

Asagidakiler, doniisiimiin bazi temel 6zellikleridir:

1 Lineerlik

Eger iki ayr1 zaman fonksiyonu f{?) ve g(¢) Laplace doniisiimiine
sahipse, zaman fonksiyonlarinin toplaminin Laplace doniisiimii,
yani f(t)+g(t), iki fonksiyonun Laplace doniisiimlerinin
toplamina esittir:

Lift)+ e} = LU0} + Lig®)} [29]

2 Birinci kaydirma teoremi, e*“'carpant
Bu teoremin ifade ettigi, £ {f(2)}=F(s) ise
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Lie™ f)} = F(s+a) [30]

Dolayisiyla, s yerine s+a koymak bir zaman fonksiyonunu e
ile carpmaktir.

Ikinci kaydirma teoremi, zaman kaydirmasi

Ikinci kaydirma teoremi, eger bir sinyal 7 zamam kadar
geciktirilirse, bu sinyalin Laplace déniisimiinin e*’ ile
carpildigin1 ifade eder. Dolaysiyla, F(s), f(¢)’nin Laplace
doniisiimii ise:

Lift-Du-T)}=e*TF(s+a) [31]

Periyodik fonksiyonlar

Sinyalin birinci periyodundaki fonksiyonun Laplace dontigiimii
Fi(s) 1se T periyotlu bir periyodik sinyalin Laplace doniisiimii
asagidaki gibidir:

1
1-e*T

Fi(s) [32]

Tiirevier
Bir fonksiyonun tiirevinin Laplace doniisiimiinii belirlemeyi ele
alalim, yani £{df{t)/d¢}. Denklem [25]1 kullanarak:

d 7 as'ti
L{Z f(t)} = £ e f(6)dt

Pargali integrali kullanarak, f(0), f(¢)’nin =0 anindaki degeri ve
F(s), f(t)’nin Laplace doniisiimii olmak {izere :

L{% f(t)} =—f(0)+ sIe-stf(t)dt =—f(0)+sF(s) [33]
0

Ikinci-derece bir tiirev icin, df{0)/dz, =0 aninda birinci tiirevin
degeri olmak lizere, benzer bi¢cimde asagidaki baginti elde edilir:
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d2 © s d2
L:{dt—z f(t)} = g e ’? f(odt

_ n\‘ti ,OO n\‘ti
{e ” f(t)l) +5 { e f(o)dt

L p0)+ S[-£ O+ sF(5)]
dt

34
- st(s)—sf(O)—%f(O) [34]

Benzer bigimde, iiglincii-derece bir tiirev igin, dzf(O)/dtZ, =0
aninda ikinci tlirevin degeri olmak iizere, asagidaki baginti elde
edilir:

d3 d d2
L{?f(t)} =5 F(s)— s> f(0)— szf(O) —dt—zf(O) [35]

Denklem [33], [34], [35]’ten de anlasilacag: tizere:

Baslangi¢ degerleri sifir olmak iizere, zamana bagh bir
fonksiyonun  tiirevini almak, bu fonksiyonun Laplace
doniisiimiinii s ile carpmakla egdegerdir.

6 Integraller
Bir fonksiyonun integralinin Laplace doniigiimii i¢in, yani:

L{Jt’ f (t)dt}
0

Eger g(t):j fdr olursa:
0

Lew-10
Denklem [33] kullanilarak asagidaki baginti elde edilir:
L{%g(:)} = 5G(s)~ 5(0)

2(0)=0 ve G(s)=°L{g(t)} oldugundan:
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Lif@)= sL{ [ f(t)dt}
0

L{j f(t)dt} “Lre [36]
0 N

Bir fonksiyonun integralini almak, fonksiyonun Laplace
doniistimiinii s 'ye bolmek ile esdegerdir.

Ters Laplace doniisiimii

Ters Laplace doniisiimii, bir Laplace doniisiimiiniin, bir zaman
fonksiyonuna doniistiiriilmesidir. Eger £{f(¢)}=F(s) ise f{(t), F(s)’in
ters Laplace doniisiimii’ diir, tersi asagidaki gibi yazilabilir:

f(6)= L1 (F(s)} [37]

Tersi, genelde, standart doniisiimler kullanilarak elde edilebilir; yani
Tablo 2.2°deki doniistimler gibi... Tersinin temel Ozellikleri,
standart doniistimlerle beraber, tablodaki doniisiimlerden daha genis
capli dontistimleri elde etmek icin kullanilabilir.

Ters Laplace doniigiimiiniin temel 6zellikleri asagidaki gibidir:

1 Laplace doniisiimiiniin /ineer olma oOzelligi asagidaki anlama
karsilik gelir; eger elimizde, iki ayri terimin toplamindan olusan
bir doniisiim varsa, her ikisinin tersini ayri ayri alabiliriz ve iki
ters doniigiimiin toplami, toplamin ters dontistimiidiir:

LF(s)+G(s)} = L1{F(s)}+ L4G(s)}  [38]

Lineerlik ayn1 zamanda, a bir sabit olmak {iizere, asagidaki
ozelligi verir:

L' aF(s)} =a Ll {F (s)} [39]

2 Birinci kaydirma teoremi, ters formda, f(¢), F(s)’in ters
doniisiimii olmak iizere, asagidaki sekilde ifade edilebilir:

LYF(s—a) =" f(1) [40]

56



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

3 Tkinci kaydirma teoremi, ters formda asagidaki sekilde ifade

edilebilir:
LYeTF(s)} = f(t-T)u(t-T) [41]

Sonug olarak, eger ters doniisiim payinda,

¢! terimi varsa, bu terimi ifadeden kaldiririz, kalan kismin ters
Laplace doniisiimiinii aliriz ve sonugcta elde ettigimiz bagintida, ¢
yerine (#-T) koyariz.

Cogu zaman F(s), iki polinomun oranidir ve standart bir form

olarak belirlenemez. Buna ragmen, kismi kesir kullanimi, ¢ogu
zaman bu tip bir ifadeyi, standart doniisiimlerle doniistiiriilebilecek
basit kesirlere indirger. Paydanin derecesi, payin derecesinden
biiyiik oldugu zaman, bu ifade dogrudan kismi kesirlere ayrilabilir.

Kismi kesir tarafindan olusturulan form, elimizdeki payda tipine
baglhidir.

1

Eger payda lineer faktor igeriyorsa, yani (x+a) formunda bir
faktor; o zaman, bu tipte her bir faktor i¢cin, A4 bir sabit olmak
iizere, asagidaki formda bir kesir vardir:

A [42]
X+a

Eger payda, tekrar eden lineer faktor igeriyorsa, yani (x+a)"
formunda bir faktdr; o zaman, (x+a)’nin her bir kuvveti i¢in bir
kismi kesir olmak {izere, asagidaki formda kesirler olacaktir:

A B+ C 43
()(+a) ()(+a) ()(-I—a)

Eger payda, indirgenemeyen kuadratik faktor igeriyorsa, yani

ax’+bx+c formunda bir faktdr; o zaman, her bir faktdr icin,

asagidaki formda bir kismi kesir vardir:

_AX+B [44]
ax’+bx+c
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4 Eger payda, tekrar eden kuadratik faktér igeriyorsa, yani
(ax2 +bx+c)"; o zaman, kuadratik denklemin her bir kuvveti igin,
asagidaki formda kismi kesirler vardir:

Ax+B | Cx+D
ax’+bx+c (o’ +hx-+cf
Ex+F
(ax2+bx+cy

[45]
J’_

A, B, C v.b. sabitlerinin degerleri, ya kesrin ve bu kesrin kismi
kesirlerinin esitliginin biitin x  degerleri i¢in dogru oldugu
gerceginden bulunur; ya da kesirdeki x"’in Kkatsayilarinin kismi
kesirler carpildiktan sonraki kesirdeki x"’lere esit oldugu
gerceginden bulunur. Bunu orneklemek icin, asagidaki kesrin
sadelestirmesini diisliniin:

3x+4
x+1)x+2)

Bu, paydasinda iki tane lineer faktér barindirir ve bu ylizden kismi
kesirleri, her bir lineer terim i¢in bir kismi kesir olmak iizere,
asagidaki formdadir:

A B

x+l x+2

Bu iki ifadenin esit olmasi i¢in, asagidaki bagintiy1 elde etmemiz
gerekir:

x+4  _ A + B _ A(x+2)+B(x+1)
(x+D(x+2) x+1 x+2 (x+1)(x+2)
Boylece, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

3x+4=A(x+2)+B(x+1)

Bu bagintinin biitlin x degerleri i¢in dogru oldugu gerekliligini
diisiiniin. O zaman, x=-1 oldugu zaman, asagidaki ifadeyi elde
ederiz:
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3+4=A(-1+2)+ B(-1+1)

Bu sebeple 4=1°dir. x=-2 oldugu zaman asagidaki ifadeyi elde
ederiz:

—6+4=A(-2+2)+B(-2+1])

Bu sebeple B=2’dir. Alternatif olarak, bu ifadeyi carparak ve
katsayilar1 goz Oniine alarak, bu katsayilar belirleyebilirdik, yani:

3x+4=A4(x+2)+B(x+1)=Ax+2A+Bx+B

Bunun sonucu, x’in katsayilarinin esit olmasit ve 3=4+B ve

katsayilarin birbirine esit olmasi i¢in, 4=24+B olmak zorunda. Bu

iki es zamanli denklem 4 ve B’yi verecek sekilde ¢oziilebilir.
Paydanin derecesi, paydan kiigiik veya esit oldugu zaman, sonug,

kalan kesir kisminin paydasiin derecesi payin derecesinden biiyiik

olan terimlerin toplami olana kadar, payda paya boliinmelidir.

Baslangic ve son deger teoremleri
Bir fonksiyonun baslangi¢ degeri, o fonksiyonun 0 zamanindaki
degeri ve son degeri de zaman sonsuz oldugundaki degeridir. Cogu
zaman, sistemlerin baslangic ve son degerlerini belirlememiz
gerekir; mesela bir elektrik devresi i¢in diyelim ki bir adim girdi var;
bu durumda son degerimiz, ¢ogu zaman kararli-hal degeri olarak
adlandirilir. Baglangic ve son deger teoremleri, ters doniisiimiinii
bulmak zorunda olmaksizin, baslangi¢ ve son degerlerini, Laplace
doniistimiinden bulmamizi saglar.

fl{y’nin Laplace doniisiimii, denklem [25]’te verildigi tizere,
asagidaki gibidir:

Lif@0)}=[e™ f(yat
ve bu nedenle:
d « s d
L{Ef(t)}=£e o oy [46]

parcali integral alma yontemiyle agsagidaki denklemi elde ederiz:
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L{%f(t)} = [e—srf(t)k = [(=se™*") f(t)dt =~ £ (0) + sF (s) [47]

s sonsuza giderken, e sifira gider. Bdylece, denklem [46] nin

sonucu olarak, s sonsuza giderken, £{df(r)/dt} sifira gider. Bu
sebeple, denklem [47] asagidaki bagintiy1 verir:

lim [~ £(0) + sF(s)] = 0
ve bu nedenle:

lim SF(s) = £(0)

Fakat f{0), fonksiyonun =0 anindaki baslangi¢ degeridir. Bunun
sonucu, limitinin olmasi kosuluyla, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

lim £ (£) = lim sF (s) [48]

Bu ifade, baslangi¢ deger teoremi olarak bilinir.

Simdi de denklem [47]yi sifira giderken diisiinelim. O zaman e
I’e gider ve bu nedenle'

ad d
hm[je - (t)dt]:_([z f(6)dt

Bu integrali asagidaki sekilde yazabiliriz:

ow—38
SN

t
f(®ydt = lim | 4 f@)dt = lim[ £(£) - £(0)]
—ah dt t—>o0

Bu nedenle asagidaki ifadeyi elde ederiz:
lim[—£(0)+ sF())= im[ £ (1)~ £(0)]

ve bu nedenle,
yazabiliriz:

lim ()= lim sF (s) [49]
t—x0 Red

limitinin olmas1 kosuluyla asagidaki ifadeyi

Bu son deger teoremi olarak adlandirilir.

Sarmmim teoremi
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Lineerlik 6zelligi, bir dizi doniisiimiin toplaminin ters doniistimiiniin,
ayr1 terimlerin ters doniisiimlerinin toplami oldugunu sdyler. Fakat
bir ¢carpimin ters doniigiimii i¢in ne sdylenebilir? Bu ¢arpanlarin ters
doniisiimlerinin ¢arpim1 midir? Bu sorunun cevabi, bir sonraki
ornekte de gorillecegi lizere, hayirdir. 1/s”nin ters doniisimini
diisiniin. Bunun ters doniisiimii #’dir. Fakat l/sz’yi I/s ve 1/s’in
carpimi seklinde diislinseydik ne olacakti.1/s’in ters doniisiimii 1°dir
ve boylece, £ {1/s} ve £'{1/s}’in ¢arpimi, 1x1=1 olacakt: ki bu da
kesinlikle dogru cevap t’ye esit degil.

LHF($)G(s)} # L1{F ()} L{G(s)} [50]

Eger F(s), f{t)’nin Laplace donilistimii ve ayrica G(s)’de g(¢)’nin
Laplace doniisiimii ise; iki Laplace doniislimiiniin carpimi, iki
fonksiyon, f(f) ve g(f)’nin sarmimi/konvolusyon’u olarak
adlandirilir. Asagidaki sekilde yazilir:

F()G(s)=Lif(0)*g(®)} [51]
Boylece:
LYF()G(s); = f(0)* g(1) [52]

Bunun da asagidaki ifadeye esit oldugu gdosterilebilir:
LF$)G(5)} = f(1)*g(0)=] rrgtr-rae [53]
0

Bu, sarimim/konvolusyon teoremi olarak bilinir. Denklem [53]’teki ¢
ve 1 arasindaki ayrima dikkat edin, integral t’ye gore aliniyor,
integral géz Oniine alindiginda, t burada sabittir.

Ornek olarak, 1/s*(s-1)’in ters Laplace doniisiimiinii diisiiniin.
Bunu iki terimin, F(s)=1/s> ve  G(s)=1/(s-1), carpimi olarak
diisiiniin. Bunlar f{r)=t ve g(f)= €"yi verir. Bdylece denklem [53]’ii
kullanarak, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

-1 1 _t -7
L {sz(s_l)}—gre dr

t
t — t -T -7t
=e Ire fdr=e [-7¢ -e ],
0

=e'(~te” —e" +)=e' —1-1
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Laplace donisiimii kullanarak belirlenen tepki

Transfer fonksiyonlarinin diferansiyel denklemlerden ve bundan
dolay1 da sistemlerin tepkilerinin girdi sinyallerinden belirlendigini
diistliniin.

Birinci-derece sistemler
Genelde, birinci-derece bir sistem icin, y(t) ¢iktisi, x(t) girdisi ile
asagidaki formda bir diferansiyel denklem ile baglantilidir:

ds
ald—‘i+ ayy =byx [54]

Denklem [54]’lin Laplace doniisiimiinti alirsak asagidaki bagintiy1
elde ederiz:

@ [sY(s) = y(0)]+ao¥ (s) = by X (s)

Baslangic degerleri sifir olursa, transfer fonksiyonunu asagidaki
sekilde yazabiliriz:

_Y(s) _ by
- X(s) - a;s+a

G(s)
Bu da, genel olarak, G kararli-hal kazanci ve a;/ap=1, zaman sabiti
olmak tizere, asagidaki formda yazilabilir:

G(s)=—20/%0__ [55]

(a;/ag)s+1

Bir ornek olarak, G/(ts+1) transfer fonksiyonuna sahip birinci-
derece bir sistemin, birim adim girdisine verdigi tepkiyi diisiiniin.
Birim adim girdisi, 1/s Laplace doniistimiine sahiptir, boylece:

G G I/t

Y(s)=G($)X(s)= sm+1)  s(s+1/7)
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Cikt1 y’yi, zamana bagli bir fonksiyon olarak bulabilmek igin,
Y(s)’in ters Laplace doniistimiine ihtiyacimiz var. Donlistim, a=1/1
olmak iizere, G sabiti ve a/s(sta) carpimi formunda bir
doniistimdiir. Tablo 2.2, bu tip bir doniisiime sahip bir fonksiyonun
1-e™ oldugunu gosterir ve boylece:

y0)=G(1-e"'7) [56]
Daha ileri bir 6rnek i¢in, yukaridaki sistemin bir birim darbe

girdisine, =0 aninda verdigi tepkiyi diislinlin. Bu tip bir darbe i¢in
Laplace dontigiimii 1°dir ve bu nedenle:

Y(s)=G(s)X(s) =—Z— =G /*
m+1 s+1/7

doniisiim, a=1/7t olmak fiizere, a/s(s+a) ile sabit G’nin carpimidir.
Tablo 2.2, bu tip bir doniisiime sahip fonksiyonun e oldugunu
gosterir ve boylece:

y()=Ge " [57]
ikinci-derece sistemler

Genelde, birinci-derece bir sistem icin, y(t) c¢iktisi, x(t) girdisi ile
asagidaki formda bir diferansiyel denklem ile baglantilidir:

Ly

a
dt*

+a1%+a0y=b0x [58]

Biitiin baslangi¢c degerleri sifir olmak iizere, Laplace doniisiimiinii
alirsak asagidaki bagintiy1 elde ederiz:

a2s2Y(s) +a;sY(s)+ayY(s)=byX(s)
Bu nedenle:

G(s)= X _ by [59]

X(s) a,s®+ays+a,
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Bu da ¢ogu zaman, dogal agisal frekans w,=.a,/a, ve sOniimleme
faktorii ¢ =a,/2,/aa, olmak lizere, asagidaki sekilde yazilir:

by/a by / ag)a?
G(s) = bolag - 2(o )@, _ [60]
(ay/ay)s” +(aj/ag)s+1  s° +20w,s + o,

Bir 6rnek olarak, transfer fonksiyonu denklem [60] taki gibi olan
bir ikinci-derece sistemin, bir birim adim girdisine verdigi tepkiyi
diisiiniin. Birim adim girdisi, 1/s Laplace doniisiimiine sahiptir, ¢ikt1
doniistimii Y(s) asagidaki gibidir:

(b, /ao)a)f,
Y(s)=G(s)X(s) = ——0200%n 61
(9)=GOX0) s(s? + 24w, s + a)ﬁ) [ ]

Bu da, p; ve p, denklemin kokleri olmak iizere, asagidaki formda
yazilabilir:

b/ “0)073
Y= ms+ p) [62]

§* + 24w, s + @}

Boylece:

[( 2 2 2
p:—2§a),,i 4w, - 4w, =—§0)nia’n\/ﬁ [63]

2

{>1 igin, karekdk terimi reeldir ve Y(s)’in ters Laplace doniisiimii,
kismi kesirler kullanilarak, yukaridaki denklemi sadelestirme
yoluyla elde edilebilir:

1 A B C
+

=—+
s(s+p)s+py) s s+tp stp,

Bu da A(s+p;)(s+p2)+Bs(s+p2)+Cs(s+p;)=1 esitligini verir ve bu
nedenle, A=1/ p; p,, B=-1/ pi(p2 —p1) ve C=1/ ps(p, —p;) bulunur.
Bundan dolay1:

2
y(t) — bown (1_ )4 e’l’l’ + P 87”2t] [64]
pp; L VR &) p P2

Tepki {ist sontimlidiir.
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Z=1 i¢in, p/=p,=-w, bulunur. O zaman da ters doniigiim asagidaki
sekle doniistir:
byw?

Y(s)= 0%n
O ra )

Bu denklem, kismi kesirler yoluyla asagidaki ifadeyi verecek sekilde
sadelestirilebilir:
1 @,

1 n
YO ra) (ra,)

2

Ve bu nedenle:
y(t) = by(1- """ — ™" [65]

Tepki kiritik soniimliidiir.

{<1 i¢in, kokler sanaldir. Kismi kesir kullanarak sadelestirme
yoluyla veya tablo 3.2’de verilen standart bir doniisiimii kullanarak,
ters doniisiimiin, cos @ ={ olmak flizere, asagidaki gibi ifade
edildigini buluruz:

—Gopt
y(t)=by| 1--= - sin(@,\1-£2t +9) [66]
1-4

Tepki alt sontimliidiir.

Sistemlerin blok diyagram gosterimi

Bir transfer fonksiyonu, X(s) girdi, ¥(s) ¢ikt1 ve transfer fonksiyonu
G(s) girdiyi ¢iktiya donlistiiren olarak kutunun igindeki islem
olmak {izere, blok diyagram olarak gosterilebilir. Blok, girdi i¢in bir
carpimi temsil eder. Sistemlerin, bir takim alt sistemlerini de igeren,
blok diyagramlari, basit bir blok diyagramina doniistiiriilebilir.

Seri sistemler

Eger bir sistem, birbirine seri baglanmig bir takim alt sistemlerden
olusuyorsa (Sekil 2.7), sistemin toplam transfer fonksiyonu
G(s)asagidaki gibi verilir:
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_¥(s) _K©) He) ¥
X(s) X(s5) Y(s) Yy(s) [67]
=G (5)x Gy (5)x G5(s)

G(s)

Boylece:
Seri baglanmis elemanlardan olusan bir sistem igin toplam
transfer fonksiyonu, her bir elemanin transfer fonksiyonunun
carpimidir.

X (s) Yi(s) Yy(s) Y (s)
G,(s) »— Gals) ¥ G3bs) —»

Sekil 2.7 Seri sistem elemanlart

Ornek olarak, birisinin transfer fonksiyonu 1/(s+1), digerinin
1/(s+2) olan iki elemanin seri baglanmasindan olugsmus bir sistemin
toplam transfer fonksiyonu asagida verildigi gibidir:

1 1
toplam transfer fonksiyonu = mx p—y = m

Geri beslemeli sistemler

Negatif besleme dongiisii olan sistemler ig¢in, Figir 2.8°de
gosterildigi gibi, ¢ikti, transfer fonksiyonu H(s) olan bir sistemin,
G(s) sisteminin girdisinden ¢ikarilmasi yoluyla geri besleniyor olma
durumu s6z konusu olabilir. geri besleme sinyali H(s)Y(s)’tir ve
boylece G(s) sisteminin girdisi, yani hata, X(s)-H(s)Y(s) tir. Bundan
dolay1:

Y (s)

) = O HGY )

X(s) Hata Y (s)
Gls) >
Girdi Gkt
Geri besleme H(s)
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Sekil 2.8 Negatif geri beslemeli sistem

ve bu nedenle:
[1+G)H()]Y() = G(s)X (s)

Bu denklem de, asagidaki ifadeyi verecek sekilde yeniden
diizenlenebilir:

Y(s) _ G(s) [68]
X(s) 1+G(s)H(s)

sistemin transfer fonksiyonu =
Boylece:
Negatif geri beslemeli bir sistem i¢in, toplam transfer
fonksiyonu, ileri yol transfer fonksiyonunun, bir ile ileri ve
geri  besleme  yollarvmin  transfer  fonksiyonlarinin
carpimlarmin toplamina boliimiidiir.

Pozitif geri beslemeli bir sistem icin (Figiir 2.9), geri beslenen
sinyal ~H(s)Y(s)’tir ve bdylece G(s) sisteminin  girdisi
X(s)+H(s)Y(s)’tir. Bundan dolay1:

Y(s)

()= X(s)+ H(s)Y(s)

ve bu nedenle:
[1-G)H(9)]Y() = G(5)X (5)

Bu denklem de, asagidaki ifadeyi verecek sekilde yeniden
diizenlenebilir:

Y(s) G [69]
X(s) 1-G(s)H(s)

sistemin transfer fonksiyonu =

Boylece:
Pozitif geri beslemeli bir sistem igin, toplam  transfer
fonksiyonu, ileri yol transfer fonksiyonunun, birin ve ileri ve
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geri  besleme  yollarvmin  transfer  fonksiyonlarinin
carpimlarimin farkina boliimiidiir.

X(s) Hata Yis)
G(s) >
Girdi Gkt
Geri besleme H ()

Sekil 2.9 Pozitif geri beslemeli sistem

Bir 6rnek olarak, negatif geri besleme dongi transfer fonksiyonu 4
ve ileri yol transfer fonksiyonu 2/(s+2) olan bir kontrol sisteminin
toplam transfer fonksiyonu, asagidaki gibidir:

2
s+2 2
2 s+10

I+4x——
s+2

sistemin transfer fonksiyonu =

Pozitif geri besleme dongii transfer fonksiyonu 4 ve ileri yol transfer
fonksiyonu 2/(s+2) olan bir kontrol sisteminin toplam transfer
fonksiyonu, agagidaki gibidir:

2

sistemin transfer fonksiyonu = —=—=—=

Ileri beslemeli déngiiler

Figlir 2.10 ile gosterilen sitemi diislinelim. Bu ileri besleme
dongiistine sahiptir ve Y(s), G(s)X(s) ile G,(s)X(x) c¢iktilarinin
toplamidir. Bdylece, ileri besleme dongiisii, asagidaki transfer
fonksiyonuna sahip tek bir sistem olarak gosterilebilir:
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sistemin transfer fonksiyonu = G(s)+G,(s) [70]

X6) YE)
—1—P Gib)
—p

6

Sekil 2.10 Ileri besleme dongiisii

Sekil 2.11°de gosterilen ileri besleme sistemi icin, cikti Y(s),
Gi(s)X(s) eksi Gy(s)X(x)’dir. Boylece, ileri besleme dongiisii,
asagidaki transfer fonksiyonuna sahip tek bir sistem olarak
gosterilebilir:

sistemin transfer fonksiyonu = G\(s)—G,(s) [7 1 ]

—» G —» —PGT'

11 »

Esdegeri
Sekil 2.11 leri besleme diongiisii

Ayrilma ve toplama noktalarini tasimak

Blok diyagramlarini sadelestirme anlaminda, ¢ogu zaman ayrilma
noktalarin1 ve toplama koselerini hareket ettirmek gerekir. Buradan
sonraki sekiller (2.12-2.17 Figiirleri ), bu tip hareketler icin gerekli
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temel kurallar1 gosteriyor ki bu tip hareketlerin hepsindeki esas
kural, esdeger blok diyagramin ayni1 ¢ikt1 sinyali vermesidir.

——» ¢ +—» ——PG-TD

1" r»

Esdegeri
Sekil 2.12 Ayrilma noktasinin blogun oniine taginmasi

v

B g

Egdederi

‘

Sekil 2.13 Ayrilma noktasinin blogun arkasina tasinmasi

Esdegeri

Sekil 2.14 Toplama noktalarinin tekrar diizenlenmesi
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X1

X1
X, X,

X3 X3
Esdederi

Sekil 2.15 Toplama noktalarinin yer degistirmesi

X
G » ™G

Y
Y —» G

Esdederi
Sekil 2.16 Bir toplama noktasinin bir blogun ontine getirilmesi

¢><

> 16

Esdegeri
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Sekil 2.17 Bir toplama noktasinin bir blogun arkasina getirilmesi

Geri besleme ve ileri besleme yollarim1 degistirme
2.18 ve 2.19 Sekilleri, ileri besleme ve geri besleme yollarini
degistirmede kullanilan blok sadelestirme tekniklerini gosteriyorlar.

Figiir 3.18 Bir blogun geri besleme yolundan ¢ikarilmast

Egdetjeri

Figiir 3.19 Bir blogun ileri besleme yolundan ¢ikarilmasi

Blok sadelestirmesi gosterimi

Blok sadelestirme tekniklerinin kullanimima ornek olarak, Figiir
2.20°de  gosterilen  sistemi  diisiintin.  2.21-2.26  Sekilleri,
sadelestirmedeki c¢esitli asamalar1 gdsteriyor.

V=<

Q:Qg‘ Gi G, (3
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Sekil 2.20 Sadelestirilecek devre

U~

G,

Sekil 2.21 Bir ayrilma noktasinin taginmasi

v*(

>(X) gq 6 H 6 Fr1+1e,
63

Sekil 2.22 Bir ileri besleme dongiistiniin elimine edilmesi

v*{

l G,

Sekil 2.23 Seri elemanlarin sadelestirilmesi

V=

X GG,
1+1/G
4’%—. 1+6,G,Gs 2
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Sekil 2.24 Bir geri besleme elemaninin sadelestirilmesi

v"<

G: G,
——— (141G,
1+G,G,G3

Sekil 2.25 Seri elemanlarin sadelestirilmesi

X Y

> Gi(G1+1) >
1 +G1GzG;+G1(G1 +1)

Sekil 2.26 Negatif geri beslemenin sadelestirilmesi

Coklu girdiler

Bir sisteme birden fazla girdi oldugu zaman, siliperpozisyon

prosediirii uygulanabilir. Boylece:

1 Biri haricindeki tiim girdileri sifir yapin.

2 Sifir olmayan bu tek girdiye karsilik gelen ¢iktiyr bulun.

3 Yukaridaki asamalar1 siradaki her bir girdi i¢in tekrar edin.

4 Sistemin toplam c¢iktisi, her bir girdi i¢in bulunan ¢iktilarin
cebirsel toplamudir.

Yukaridaki prosediirii, 6rneklemek i¢in, Sekil 2.27°de gosterilen, dis
etki girdisi olan, sistemi diistiniin.

D(s)
X(s) 1 2 y(s)
5+3 ; ‘

s+1
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Sekil 227 Dus etken girdisine sahip bir sistem

D(s)’1 sifir yaparsak, Sekil 2.28’de gdsterilen sistemi elde ederiz ve
cikt1 asagidaki gibi olur:

Y(s) _ 2 [72]
X(s) s(s+3)+2(s+1)

Y(s)

v NS

s+1

Sekil 2.28 Dy etken girdisi sifira esitlenmesi

Eger simdi de X(s)’1 sifir yaparsak, sekil 2.29°da gosterilen sistemi
elde ederiz. Bu, ileri yol transfer fonksiyonu 2/s, pozitif geri
besleme transfer fonksiyonu (1/s + 3)[-(s+1)] olan bir sistemdir. Bu
sistem asagidaki ¢iktiy1 verir:

Y(s) _ 2(s+3) [73]
D(s) s(s+3)+2(s+1)

Toplam ¢ikt1, her bir girdiye karsilik gelen ¢iktilarin toplamidir, yani

B 2 2(s+3)
(= s(s+3)+2(s+1) X+ s(s+3)+2(s+1) D(s) [74]
D(s)
1 2 | ¥
s+3 s
S+1

Sekil 2.29 Girdinin sifira esitlendigi sistem
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Sinyal-akis grafikleri

Bir sinyal-akis grafigi, blok diyagramin sadelestirilmis versiyonu
olarak diisliniilebilir. Bu, girdi-¢ikt1 iligkilerini resmetmenin
grafiksel bir metodudur. Sinyal-akis grafiklerinin iki eleman1 vardir,
dal ve diigiim. Dal, blogun esdegeridir ve diigiim, biitiin girdilerin
art1 igaretli oldugu toplama semboliiniin esdegeridir (Sekil 2.30). Her
bir dalda, oklarla gosterilen yonler vardir ve bir sinyal bir dal
iizerinden ancak okla gosterilen yonde gecebilir. Herhangi bir
diigiimdeki sinyal, diigtimdeki biitiin girdilerin toplamudir.

Blok
diagram —» Gk >
Blok

Toplar
Sinyal-akig —GEJ_
grafikleri
Dal Diigim

Sekil 2.30 Blok diyagramlar ve sinyal-akis grafikleri

Bir sinyal, bir dal boyunca, bir diiglimden digerine, okla
gosterilen yonde hareket eder. Bu islem boyunca, sinyal, o dal
iizerinde belirtilen kazangla carpilir. Bu nedenle, Sekil 2.31°de
belirtilen dal i¢in, a;, diiglim 1 ve 2 arasindaki dalin kazanci olmak
iizere, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

Y2 =aph [75]

Y1 Y,
ay

Sekil 2.31 Sinyal-akis grafigi
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Sekil 2.32°de belirtilen dallar ve diigiimler igin, az,digiim 3 ve 2
arasindaki kolun kazanci olmak iizere, asagidaki ifadeyi buluruz:

Yy=apy tanys [76]

O—>—O0—<—0,

a1 Y, a3
Sekil 2.32 Sinyal-akis grafigi

Y1

Sekil 2.33°de belirtilen dallar ve diigimler i¢in, asagidaki
ifadeleri buluruz:

Yy =apy tapys [77]
Y3 =)yt a3y, [78]
: a3

Sekil 2.33 Sinyal-akis grafigi

Dal ve diiglimlere ek olarak, asagidaki terimler de, sinyal-akig
grafiklerini a¢iklamada kullanilir:

1 Girdi diigiimii(kaynak)
Bu, sadece, ¢ikt1 dallar1 olan bir diigiimdiir.

2 Cikni diigiimii(batak)
Bu, sadece, girdi dallar1 olan bir diigiimdiir.

3 Hatl
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Bir hat, baglantili dallar {izerinden oklar yoniinde, hi¢ bir
diigiimden bir defadan fazla gegmemek kosuluyla olusturulan
giizergahlardir.

Ileri hat/yol
Bu, girdi diiglimiinde baglayip, ¢ikt1 diiglimiinde biten, bir
diigiimden birden fazla gegmemek kosuluyla olusturulan hattir.

Yol kazanci
Bu, lizerinden gidilen hat boyunca gegilen dal kazanclarinin
carpimudir.

Ileri-yol kazanci
Bu, ileri bir yolun, yol kazancidir.

Dongii

Dongili, aym diigiimde baglayip-biten yoldur. Sekil 2.33’te,
diigim 2’de baslayan, diiglim 2’den 3’e giden dal iizerinden
devam eden ve tekrar diigiim 2’ye donen bir dongii vardir. bir
baska oOrnek olarak, Sekil 2.34’te goOsterilen sinyal-akis
grafiginde, dongii i¢in y,=ayyy,’dir ve bu nedenle:

Yy =apy tany; [79]
O > ﬁ )
Y1 a1 Y,

Sekil 2.34 Bir dongiiye sahip sinyal-akis grafigi

8 Dongii kazanci

Bu, bir dongiiniin yol kazancidir.

Sinyal-akis cebiri
Asagidaki kurallar, kullanabilecegimiz, temel kurallardir:
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1 1ki diigiimii birlestiren ayn1 yénlii paralel dallar, kazanci dallarin
kazanglar1 toplamina esit olan tek bir dal ile yer degistirebilir
(Sekil 2.35).

a
Esdegeri
Oo——7©O
2 b Y, Y, a+b Y,

Sekil 2.35 Paralel dallar

2 Hepsi ayn1 yonde olan dallarin seri baglantisi, kazanci, dallarin
kazanglar1 ¢arpimma esit olan tek bir dal ile yer
degistirebilir.(Sekil 2.36)

oO———0O0———C0
Y1 a12 Y2 83 Y3
Esdedgeri O———0
Yy @8n )3
Sekil 2.36 Seri dallar

3 Seri baglama kurali, Sekil 2.37°de gosterilen sadelestirmeyi
verecek sekilde uygulanabilir.

Y, Y3
Yy
ay
ap
Y2 8133y
Yy
Esdegeri Ya
¥ dpdy
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Sekil 2.37 Dal sadelestirilmesi

Sinyal-akis grafiklerinin olusturulmasi

Sinyal-akis grafiklerinin olusturulmasi, diiglim olacak degiskenleri
ve bu degiskenler arasindaki iliskileri tanimlayan denklem setini
belirlemeyi igerir ve daha sonra bunlar c¢esitli dal ve dongiilerin
olusturulmasina imkan tanir.

Bir 06rnek olarak, bir geri besleme sistemini gosteren
sekil 2.38(a)’y1 diigiiniin. Degiskenler, Y(s), X(s) ve E(s)’tir ve bu
nedenle, bunlar diiglimleri olustururlar. Diigiimlerdeki sinyallerin
denklemleri asagidaki gibidir:

E(s)= X(s)— H(s)Y(s) [80]

¥(s) = G(5)E(s) [81]

Bunun sonucunda, E(s) diugiimi, birisi X(s) diiglimiini 1 ile
carpan ve digeri Y(s) diiglimiinii —H(s) ile carpan, iki tane girdi
dalina sahip olmahdir. Y(s) diigiimii, E(s) diiglimiinii G(s) ile ¢arpan
bir girdi dalina sahip olmalidir. Sekil 2.38(b), sonugta olusan sinyal-
akig grafigini gosteriyor.

X(s) Els) ” Y(s)
1 HE) i|
E(s) G(s) Y(s)

X(s) 1 t j 1 Y(s)

-H(s)

(a)

(b)
Sekil 2.38 Geri besleme sistemi
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Daha ileri bir 6rnek i¢in, Sekil 2.39°da gosterilen RLC devresinin
sinyal-akis grafigini belirlemeyi diigiiniin. Degigkenler ve bdylece
diigiimler, E(s), I(s) ve V(s)’tir; V(s) burada kapasitor iizerindeki
cikt1 voltajidir. Tanimlama denklemlerini elde etmek igin, e(?), i()

ve v(¢)’yi iligkilendiren diferansiyel denklemi elde edebiliriz.

Devreye Kirchoff’un voltaj kanununu uygularsak, bize asagidaki

ifadeyi verir:

e(f) = Ri(t) +v(t) + L% [82]

Akim i¢in, ayn1 zamanda asagidakini elde ederiz:

o dv(D)
== [83]
ity R L
e(t) c __ vl
(@)
1
R+sl 1/Cs
E(s) I(s) i j Vis)
-1
R+sL
(b)
Sekil 2.39 RLC devresi

Biitiin  baslangic  degerlerini  sifir  kabul ederek,
doniisiimlerini ele alirsak; asagidaki ifadeleri elde ederiz:

E(s)= RI(s)+V(s)+sLI(s) [84]

I(s) = sCV (s) [85]

Laplace
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Bunlar da asagidaki denklemi verir:

I(s)= R:sL E(9)-— _1SL V(s) [86]

Boylece, denklem [86], I(s) diiglimii i¢in; E(s) diigiimiinden gelen
girdileri 1/(R+sL) ile ¢arpan bir dal; V(s) lizerinden gelen girdileri
-1/(R-sL) ile ¢arpan bir dal oldugunu gdsteriyor. V(s) diigiimiiniin
girdisi /(s)’in 1/sC ile ¢carpimidir. Figiir 2.39(b), sinyal-akis grafigini
gosteriyor.

Genel kazanc formiili

Toplam transfer fonksiyonu, bir sinyal-akis grafiginden, toplam
kazanct belirlemek i¢in her bir dal iizerinde sistematik bigcimde
calisma yoluyla c¢ikarilabilir. Daha basit bir alternatif Mason 'un
genel kazang formiiliinii kullanmaktir:

T: yout :l%TkAk [87]
Yin Ao

Burada, T; girdi diigiimii yi, ve ¢ikt1 diiglimii yo. arasindaki toplam
kazang, N; yin Ve you arasindaki ileri yollarin toplam sayist ve Ty; Yin
ve Vou arasindaki k indeksli ileri yolunun kazanci ve A asagida
tanimlandig1 gibidir:

A =1- (bﬁtﬁn dongii kazanglarinin toplaml) + (birbirine degmeyen dongii ¢iftlerinin
tamaminin  kazang¢ carpimlarimin toplaml) - (birbirine degmeyen iclii dongiilerin
tamamimin kazang carpimlarmin toplaml) + (birbirine degmeyen dortlii dongiilerin

tamaminin kazang ¢arpimlarimnin toplaml) — V.S. [8 8]

Ak, sinyal-akig grafiginde, k indeksli ileri yoluna degmeyen
parcasinin, A degeridir. Kazang formiilii, sadece, bir ¢ift girdi ve
ciktt digiimi i¢in uygulanabilir. Sinyal-akis grafikleri ve blok
diyagramlar1 arasindaki benzerlikten dolayi, kazan¢ formiili her
ikisi i¢cinde kullanilabilir.

Genel kazang formiiliiniin kullamimina bir 6rnek olarak, Sekil
2.40’ta yer alan sinyal-akis grafigi ile tanimlanan basit geri besleme
kontrol sistemine uygulamasini diisiiniin (blok diyagram i¢in Sekil
2.38’e bakiniz).
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E(s) G(s) X(s)

O—»—O—»—O—>»——0
X5 1 v 1Y)
-H(s)

Sekil 2.40 Geri besleme sistemi

Girdi degiskeni X(s) ve ¢ikt1 degiskeni Y(s)’tir. Bunlar arasinda
sadece bir tane ileri yol vardir ve yol kazanc1 7,=G(s) tir. Sadece bir
dongii vardir ve bu —G(s)H(s) dongii kazancina sahiptir. leri yol bu
tek dongli ile Dbirbirine bitigiktir;  bdylece, A=1 ve
A=1 - (-G(s)H(s))’tir. Bundan dolay1:

Y (s) _ TiAl _ G(s)1 [89]
X(s) A 1+ G(s)H(s)

Daha ileri bir 6rnek icin, Sekil 2.41°deki devrenin sinyal-akis
grafigine uygulamasini diigiiniin. Sinyal-akis grafigi, bes degisken,
Vi, V2, V3, i1 Ve iz, oldugu gbz Oniine alinir ve Kirchoff’un voltaj ve
akim kanunlar1 uygulanirsa asagidaki ifadeyi verecek sekilde
bulunur:

1 1
iy TN [90]
| >
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R,  -Ry  -UR,

1R, 1

2 iy Ry v; YR, i R, v vy

Sekil 2.41 Bir devre ve sinyal-akis grafigi

vy = Ryiy — Ryiy [91]
i, =RL2VZ _RLZV3 [92]
vy = Ryi, [93]

Sadece kazanct R3R4/R;R, olan bir tane ileri yol vardir ve
kazanglar1 —R3/R;, -R3/R>,-R4/R; olan ii¢ tane dongii bulunur. iki tane
birbirine degmeyen dongii vardir, ilki ve sonuncusu... Bu nedenle,
birbirine degmeyen iki dongiiniin kazang c¢arpimi R3;R,/R;R’dir.
Ikiden fazla, bir birine degmeyen dongii kombinasyonu yoktur.
Boylece:

A:l.{.&.;.&.{.ﬁ.{.ﬂ [94]
R R, R RR,

Biitiin dongiiler, ileri yol lizerinde olduklarindan, A;=1’dir. Bu
nedenle, genel kazang formiilii uygulanmasi asagidaki ifadeyi verir:

v _BA
v A
‘ [93]
_ R3R,
RR),+RR;+RR,+R)R; + R3R,
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3. Kutup ve sifir DEGERLERI

Kutup ve sifir degerleri

Lineer bir sistemin transfer fonksiyonu, genelde ao,ai,...,am Ve
bi,bs,...,by, sistemin modeli olan diferansiyel denklemdeki reel
katsayilar olmak tizere, iki tane s’e bagli polinomun oranidir:

a,s" +a, 5" ta, 8"+ as+a [1]

G(s)=
b,s" +b, ;s" ' +b, 5s

"2 4 +bis+b

Bu denklem, pay ve paydanin kokleri seklinde, K sabit bir ¢arpan
veya kazang faktori, z;,2,...,zm payin kokleri ve py,pa,...,pn paydanin
kokleri olmak tizere, asagidaki gibi ifade edilebilir:

G(s)=K (-2 —25)- (5~ 2m) [2]
(s=p)(s = py)-(s—py)

Yukaridaki bagintida payin kokleri sifirlar ve paydanin kokleri ise
kutuplar olarak adlandirilir.

Stfir degerleri, pay1; dolayisiyla transfer fonksiyonunu sifir yapan
s degerleridir. Kutup degerleri, payday: sifir yapan, dolayisiyla
transfer fonksiyonunu tamimsiz yapan s degerleridir. Ornek olarak,
eger agagidaki gibi bir transfer fonksiyonumuz varsa:
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G(s)= s+1
s

o zaman, sadece s = -1’de bir sifir vardir; bu deger, payi sifir yapar,
ve s=0’da bir tane kutup degeri bulunur; bu deger de payday1 sifir
yapar. Bir bagka 6rnek olarak, asagidaki fonksiyonu diigtinelim:

G(s)=

2 +s5+3

Bu ifadede, hi¢ sifir degeri bulunmaz. Kutuplar, s +s+3=0
denkleminin kokleridir ve bundan dolay1 kutup degerleri asagidaki
gibidir:

ERETE
2
s=0.5%j1.66

Bu sebeple iki tane kutup degeri vardir, 0.5+j1.66 ve 0.5-j1.66.

Kutup ve sifir degerleri ya reeldirler ya da kompleks eslenikler
seklinde bulunurlar. Genel olarak, kutup ve sifirlar, o reel kisim, jo
sanal kisim olmak {izere, asagidaki gibi ifade edilebilirler:

s=0tjo [3]
Sanal kisim i¢in, w semboliiniin kullanilmasinin énemi, bu béliimde
daha sonra, bu terimin gegici tepki lizerindeki etkisi ve 5. boliimde

de frekans tepkisi anlatildig1 zaman daha belirgin olacaktir.

Kutup-sifir ¢izimleri
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Im(s)

o

Sekil 3.1 Kutup-sifir ¢izimi

Kutup ve sifirlar bir Arjand diyagrami {izerine gizilebilirler; bu
diyagram s-diizlem diyagram: olarak adlandirilir. Diyagramin
eksenleri, s’in reel ve sanal kisimlaridir. Kutuplar, s-diizleminde,
kiigiik carpilar seklinde ¢izilirler, sifirlar da kiigiik daireler seklinde.
Cizimin sol tarafindaki kutup ve sifirlar, negatif reel kisimlara
sahiptirler ve ¢izimin sag tarafinda kalanlar ise pozitif reel kisimlara
sahiptirler. Yukarida Sekil 3.1, kutuplart -2 ve 14j2 olan ve 3’te bir
sifirt olan bir transfer fonksiyonunun anlattigimiz tarzda bir
diyagramini gosteriyor. Sabit ¢arpan disinda, bir kutup-sifir ¢izimi,
transfer fonksiyonunun igerdigi biitiin bilgiyi icerir.

Kutup konumu ve gegici tepki

Asagidaki sistem durumlarini diistiniin:
1 Ayri reel kdkler

2 Ayri kompleks kokler

3 Tekrar eden kokler

Ayri reel kutuplar

Transfer fonksiyonunun genel formuna sahip, N(s) pay polinomu ve
sadece reel kutuplar olmak iizere, yani sadece s=o igin, bir sistem
diistinelim:

N(s)
G(s)=K 4
= oG- po—pm) [4]

Eger bu sistem bir birim darbe girdisine maruz kalirsa, sistemin
tepkisi Y(s) asagidaki gibi olacaktir:
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N(s)
Y(s)=K x1 5
O = PGP s —pw) [3]

Denklem [5]’1 bir terim serisine genisletmek i¢in, kismi kesirleri
kullanabiliriz:

K K K
Y(s)=—1 42 4 4 —n [6]
§s=p1 S—D2 S Pn

Bu terimleri tekrar zaman diizlemine doOnistiiriirsek, birim darbe
girdisine karsilik gelen y(?) tepkisi asagidaki sekliyle bulunur:

yt) =K' + K2 1+ Keln' [7]

Boylece, sistem transfer fonksiyonundaki her bir reel kutup, sistemin
darbe girdisine verdigi tepkinin denkleminde iistel bir terime karsilik
gelir. Sabit degerleri, K;, K>,..., K,, paydan etkilenirler fakat {issel
terimler sadece kutup pozisyonlarina baglidir.

Bir gecici tepkinin zamanla yok olmasi i¢in, kutuplarin negatif
olmas1 gerekir. O halde, kutuplar, kutup-sifir ¢izimin negatif reel
ekseni tizerinde olmalidirlar. Eger kutuplar pozitif degerlere sahipse;
iissel terimler zamana bagli olarak sonsuza kadar artarlar; kutup ne
kadar pozitif olursa, biiylime hiz1 o kadar hizli olur. Zamana bagl
olarak sonsuza kadar artan bir gegici terime sahip sistemler kararsiz
olarak tamimlanirlar; zamanla biitiin gegici terimleri yok olan
sistemler kararli olarak tanimlanirlar. Sekil 3.2, s-diizleminde, farkli
ayrik reel kutup pozisyonlarina gore, gegici tepkilerin genel formunu
gosteriyor. Bir kutbun, s-diizleminin orijininde yer alan 6zel durumu
icin, yani s=0 icin, y(t)=Ke"=K’dir. Gegici tepki, zamanla ne artan
ne de azalan, bir katsayidir.

.-wl I

A

M
S O i O

Zaman
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Sekil 3.2 Farkli ayri reel kutuplar icin gegici tepkiler

Birinci-derece bir sistemin transfer fonksiyonunun genel formu, t
zaman sabiti olmak iizere, asagidaki gibi olacaktir:

G(s)-—— [8]

Sistem, sadece o=-1/1’da bir kutba sahiptir. Zaman sabiti ne kadar
kiiciik olursa, kutup o kadar negatiftir ve bu nedenle ge¢ici tepki de
o kadar ¢abuk yok olur.

Ayr1 kompleks kutuplar

Transfer fonksiyonunda, indirgenemeyen kuadratik faktor igeren bir
sistem diisiinelim. Bu sistemi, kismi kesirlerini almak kosuluyla
sadelestirdigimiz zaman, her bir terim, 4 ve B sabitleri olmak {izere,
asagidaki gibi olacaktir (6nceki boliime bakiniz):

As+ B
G(s)=—""- 9
) (s+0) +@? [9]

Bu denklem, asagidaki sekilde yazilabilir:

G(s) = As+B [10]

ls+(0+jo)]s+ (- jo)
ve bu denklem de asagidaki kompleks eslenik ¢iftine sahiptir:
s1=~(0+ jo) ve 5, =~(c - jo) [11]
Bir birim darbe girdisi i¢in, denklem [9] asagidaki ifadeyi verir:
As+B

Y(s)=G(s)X(s) =————x1 [12]

(s+0) + >

Denklem [12]’yi tersi elde edilebilecek bir forma getirmek igin,
asagidaki sekilde yazarz:

A(s+0) + Co [13]

Y -
®) 2 (S+0')2 +@?

(s+a)2+a)
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ve bu nedenle B yerine Ac+Cw yazariz. Boylece:
y(t)= Ae™™ cosat + Ce™™ sin ot [ 14]

r sin(a-6)=a sin a-b cos a oldugundan, denklem [14], D ve ¢
sabitler olmak iizere, asagidaki sekilde tekrar yazilabilir:

»(£) = De™™ sin(wt — 6) [15]

Bu, biiytlikliigii tissel terim olan ve frekansit o olan, siniizoidal bir
salinimdir. Burada, lstel terim zamanla azaliyor ve bu nedenle
salimmm zamanla yok oluyor. Bunun sebebi, denklem [11]’de,
kutuplarin, s-diizleminin sol yarisinda olduklarinin belirtilmesidir.
Sag yarisinda bulunan kutuplar i¢in, lissel terim zamanla artar ve bu
nedenle biiytikliik sonsuza kadar biiyiir. =0 olan kutuplar i¢in, tissel
terim e’=1 degerine sahiptir ve bu nedenle, tepki sadece sabit
katsayil1 siniizoidal bir sinyaldir. o degerini 6zel bir » degeri i¢in
arttirmak, biiyiikliik teriminin degisim hizin1 arttirir. © degerini 6zel
bir o degeri i¢in arttirmak, salinim frekansim arttirir. Sekil 3.3,
kutup pozisyonunun, bir sistemin darbe girdisine verdigi tepki
izerindeki etkisini gdsteriyor.

2]

XX X X
W A W
f\’/’/\x {\7)\(/,5‘ X\w

a

/NN
[\ N i

Sekil 3.3 Farkli ayri reel kutuplar icin gegici tepkiler

Tekrar eden kutuplar
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Tekrar eden kdklere sahip bir sistem diisiinelim, yani s-diizleminde
aynt yerde bulunan birden fazla kok. Bu durumda transfer
fonksiyonu asagidaki gibi olur:

N(s)
G(is)=K 16
O =k ey L0

N(s), payin s’ye baglh bir fonksiyon oldugunu gosterir. Eger bu
sistem, bir birim darbe girdisine maruz kalirsa, sistemin tepkisi
asagidaki gibi olur:

N(s)
e Gt K 1 [17
(8)=G(s)X(s) (s=p)(s—p)--(s—p1) < L17]

Denklem [17]’yi bir terim serisine genisletmek icin, m kokiin tekrar
etme sayis1 olmak iizere, kismi kesirleri kullanabiliriz:

Ky  Knoy | K [18]

Gy G-py T Top)

Y(s)=

Bu terimleri, tekrar zaman diizlemine doniistiiriirsek, asagidaki
ifadeyi elde ederiz:

tm71 —p,t tm72 Pt —p,t
y=K, (m—l)'e 1 +Km,1ﬁe 2 4. +Ke ! [19]

Bu denklem de asagidaki sekilde yazilabilir:
YO =(Ct" 4 €yt ok O [20]

Biiyiik zaman degerleri i¢in, tepkide, her zaman iissel terimler
baskindir ve bu nedenle, s-diizleminin sag yarisindaki kutuplar i¢in
sonsuza artarken, sol yarisinda kutuplar i¢in, tepki zamanla yok
olacaktir.

Kararhhk
Yukaridaki, kutup pozisyonlarinin, sistemin tepkisine etkisi kavrami
asagidaki gibi 6zetlenebilir:
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Bir sistemin kararli olmasi igin, biitiin kutuplar: s-diizleminin sol
yarisinda olmalidwr. S-diizleminin sag tarafinda kalan tek bir
kutup, sistemi kararsiz hale getirecektir.

Baskin kutuplar

Kararli sistemler, s-diizleminin sol tarafinda yer alan kutuplara
sahiptirler ve sistemin zamana bagl tepkisi, s-diizleminde, tepkinin
kismi kesir genislemesi bulunarak ve bulunan her bir terimin ters
Laplace donilistimii alinarak elde edilebilir. Sonug, her biri bir
katsay1 ve tiissel olan bir dizi terimdir. Katsayinin degeri, kutup ve
sifirlarin bagil pozisyonlarina gore belirlenir ve lissel kisim, o degeri
tarafindan belirlenen bir hizla, zaman i¢inde azalir. Her bir terimin
issel kismi, salimm genliginin, zaman ic¢inde, hangi hizla
azalacagini belirler. o degeri ne kadar biiyiik olursa, iissel terim de
zamanla o kadar hizli azalir. Eger 6zel bir terimin goreceli genligi
kiiciikse veya o’nin genligi biiyiikse, sistemin toplam tepkisinin
diisiiniildigli herhangi bir durum igin, o terimi ihmal etmenin etkisi
onemsizdir. Bu sekilde, bir sistemin zaman tepkisini bulmak igin,
kismi kesir genislemesinde, icinde sadece s-diizleminde orijine
yakin kutuplar1 barindiran terimleri varsayarak, makul bir yakinsama
yapmak miimkiindiir. Bu tlir kutuplar baskin (dominant) kutuplar
olarak tanimlanir.

jw
jew X
X ! X
NS Iy NS NS I
X
/ X
Dominant /
kutup Dominant

kutuplar
Sekil 3.4 Dominant kutuplar

Standart sistemler

Asagidaki sistemler, kutup pozisyonu ve tepkileri bakimindan bazi
standart sistemlerdir.
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Birinci-derece
Birinci-derece  bir sistem, asagidaki formda Dbir transfer
fonksiyonuna sahiptir.

c;(s):”’il [21]
K/t
:s+1/r [22]

Burada, sadece s = -1/1’da bir tane kutup vardir; bliylik degerli bir
zaman sabiti, kutbun jo eksenine yakin olmasi anlamima gelir ve
gecici tepkisi, zaman sabiti kii¢iik ve kutbu jo eksenine uzak olan
bir sisteme gore daha yavas azalir.

Integrator
Integrator terimi, asagida belirtilen formda bir transfer fonksiyonuna
sahip bir sistem icin kullanilir:

G(s) £ [23]

Bu, s-diizleminin orijininde yer alan tek bir kutuptur. Bu tip bir
sistemin tepkisi, zamanla yok olmayan sabit bir tepkiden ibarettir.

IKkinci-derece

Ikinci derece bir sistem, asagida belirtilen formda bir transfer
fonksiyonuna sahiptir:

Ko?
Gls)=— KO 24
®) s2+24’a),,s+a)§ [ ]

kutuplarin yeri agagidaki denklemden bulunur:
s>+ 24w, s+ o =0 [25]
yani:

~24w, +4¢ 0 — 40,

2
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=—w, t ¢ -1 [26]

Burada, ti¢ farkli sonug olabilir:
1 ¢ 1’den biiyiik oldugu zaman, karekdk terimi reeldir ve her iki
kok te reel ve farklidir (Sekil 3.5). Sistem iist sontimliidiir

iw|
NE

N
N\ N |0 o

Sekil 3.5 Soniim faktorii 1°den biiyiik

2 =1 oldugu zaman her iki kutup da ayni pozisyondadir, s=-w,
(Figiir 3.6). Sistem, kritik sontiimliidiir.

Iki kutup j@
Y

Sekil 3.6 Soniim faktorii 1’e esit

3 ¢ 1’den kiigiik oldugu zaman, denklem [26]’daki karekok terimi
sanaldir ve bunu asagida belirtildigi gibi ifade edebiliriz:

s:_é’wnijwnvl_é’z [27]

Kutuplar, bu nedenle eslenik pozisyonlarda yer alir (Sekil 3.7) ve
tepki, genligi zamanla azalan bir salinima sahiptir. Gegici tepki
belirtilen formdadir:

Aefwnvsin(m,,\/?uej [28]
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Salinim frekanst o bu nedenle:

o=onl-¢* [29]

Sekil 3.7 Soniim faktorii 1’°den kiigiik

ve sadece kokiin sanal kismindan belirlenebilir. s-diizlemi {izerinde,
kutup ve orijinden gegen bir ¢izgi cizersek (Figlir 3.8); kutbun
orjinin istiinde kalan « dik yiiksekligi ve yatay uzaklik: o=-Cw,
oldugundan, kutbu orijine baglayan ¢izginin uzunlugu asagida
belirtildigi gibidir:

2
(length)? = @* +(¢w, ) =(a;,,,/1 —42j +(¢w, P

ve bu nedenle uzunluk da w,’dir. Reel eksenle kutbu, orijine
baglayan ¢izginin arasindaki y acisi, asagida verildigi gibidir:

s,

@Dy

=¢ [30]

cosy =

Kutup A I

Q ===
o
Q

Dairenin yancapf"
Wy, X .
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Sekil 3.8 Soniimsiiz sistemde kutup pozisyonu

Routh-Hurwitz kriteri

Sistemlerin kararliligi, sistemlerin kutuplarin belirleyerek ve onlarin
s-diizlemindeki yerlerini tespit ederek belirlenebilir. Bu islem,
karakteristik denklemin koklerinin bulunmasiyla yapilir; yani
karakteristik denklem, transfer fonksiyonunun paydasini Routh-
Hurwitz kriteri, karakteristik denklemin koklerinin degerini tespit
etmenin gerekmedigi; fakat karakteristik denklemin karakteristigini
inceleyerek, koklerin s-diizleminin sag veya sol tarafinda oldugunu
gosteren, kararliligi tespit etmenin hizli ve kolay yoludur. Transfer
fonksiyonunu, sifira esitleyerek elde edilen denklemdir.

Lineer bir sistemin karakteristik denkleminin genel formu, ay, a1, a,
vs, hepsi reel sayilar olmak {izere, asagida belirtildigi gibidir:

F(s)=aps" +a;s" " +ays" > +..+a,_s+a, =0 [3 1]

Ik yapilacak test, sistemin kararli olmasinin olanakli olup
olmadigidir. Bunun i¢in, bu denklemin, pozitif reel kisma sahip hi¢
bir kokii olmamali ve bu nedenle kararli bir sistemi temsil
edebilmelidir. Asagidaki kosullar gerekli fakat yeterli degildir:

1 Biitiin katsayilar ayni isarete sahip.

2 Hig bir katsay1 sifira esit degil.

Eger herhangi bir katsay1r negatifse; sistem, kararsiz olmak
durumundadir. Eger herhangi bir katsayi, sifir ise; sistem, en iyi
ihtimalle kritik kararhidir; yani c=0’dir. Bu sebeple, 6rnek olarak,
57+2s%+4s+5=0 karakteristik denklemine sahip bir sistem, denklemin
biitiin olas1 katsayilarina sahiptir ve isaretleri ayni oldugundan
kararli olabilir. Buna ragmen, s>-2s*+4s+5=0 karakteristik
denklemine sahip olan sistem, biitiin katsayilarin isaretleri ayni
olmadigindan kararsizdir. s’+4s+5=0 karakteristik denklemine sahip
bir sistem ise, katsayilarindan birisi sifir oldugundan kararsizdir.

Bir sistemin kararli olabilecegini belirledikten sonra, ikinci bir
test, sistemin gercekten kararli olup olmadigini belirlemek igin
kullanilabilir. Bu test, karakteristik denklemin katsayilarinin iki
satira yazilmasini igerir.
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Satir 0: s" 1 an Ano  Ana
Satir 1: s™ .1  An3 Qs

Her satirin basindaki ilk terim, satir numarasiyla gosterilir. Bir
sonraki adim, asagida belirtilen tabloyu, verilen denklemleri
kullanarak olusturmaktir.

Satir 0: s" an Ao Ana
Satir 1: s“’? A1 A3 Ans
Satir 2: s"T by b, bs
Satir 3: s"F ¢ Cr C3
v.b.

Satir n-1: ¢! vi y2

Satir n: s° 71

Ikinci satirdaki elemanlar, kendisinden &nce gelen iki satirm
elemanlarindan asagida gibi elde edilir:

b = an72an;L;anan73 [32]
by = a:,,,411,,;';11,,a,,,5 [33]
by = anféan;]njlanan77 [34]

- a,,,3b1;la,,,lb2 [35]
o= a",sbll;a,,,lb3 [36]
o= a,,,7b1b—la,,,lb4 [37]

Her bir eleman, ustteki iki satirda bulunan elemanlardan, iki tanesi
sol siitunda, iki tanesi hesaplanan elemanin sagindaki siitundan
olmak {tizere, hesaplanir. Her durumda eleman, dort elemanin
determinantinin negatifinin sol alt kdse elemanina boliinmesiyle elde
edilir.

Tablo tamamlandiginda, ilk siitundaki katsayilarin isaretleri
incelenir. Eger ilk siitundaki elemanlarin isaretlerinin hepsi ayni ise;
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karakteristik denklemin koklerinin hepsi s-diizleminin  sol
tarafindadir. Ilk siitundaki isaret degisimlerinin sayisi s-diizleminin
sag tarafinda bulunan kok sayisina esittir.

Yukaridakini 6rneklemek igin, paydasi 2s*+3s’+55°+2s+6 olan
transfer fonksiyonunu diistinelim. Biitiin katsayilar1 var ve
isaretlerinin hepsi aynm1 oldugundan, sistem kararli olabilir. Tablo
asagidaki gibidir:

Satir 0: s* 2 5 6
Satir 1: §° 3 2

Satir 2: s 113 6

Satir 3: s -32/11

Satir 4: §° 6

Hesaplamada, bos boliimlerin sifir degerine sahip oldugu varsayilir.
[k siitundaki elemanlarin tamami ayni isarete sahip olmadigindan,
sistem kararsizdir. Iki tane isaret degisimi vardir; yani 11/3’ten
-32/11’e ve -32/11’den 6’ya ve bu nedenle s-diizleminin sag
tarafinda iki tane kok mevcuttur.

Daha ileri bir o6rek igin, paydasi s*+8s’+18s>+16s+5 olan
transfer fonksiyonunu diislinelim. Biitiin katsayilar, ayni isaretli
oldugundan ve eksik olan bir katsayr bulunmadigindan, sistem
kararl1 olabilir. Tablo agagidaki gibidir:

Satir 0: s* 1 18 5
Satir 1: §° 8 16

Satir 2: s 16 5

Satir 3: s' 216/16

Satir 4: §° 5

[lk siitun elemanlarmin hepsi pozitiftir ve bu nedenle sistem
kararlidir.

Ozel durumlar

Karakteristik denklemin katsayilarina bagli olarak, tabloyu

olusturmada asagidaki zorluklar ortaya ¢ikabilir:

1 Bir satinn ilk eleman sifir; fakat satirdaki diger elemanlar, sifir
degil.

2 Bir satirdaki tiim elemanlar sifir.
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Bir satirdaki ilk elemanin sifir olmasinin olasi bir problemi
(sonucu), sifira bolerek elde etmek zorunda kalacagimiz igin, bir
sonraki satirdaki biitiin elemanlarin tanimsiz olmasidir. Bundan
kacinmak icin, ilk siitundaki sifir elemani, pozitif kiiciik bir €
sayistyla yer degistirilir ve tablo islemine devam edilir.

Bir sonraki oOrnek, 35 +65°+2s>+4s+5=0 karakteristik denklemi
icin bu durumu betimliyor. ikinci satirda, ilk siitunda bir sifirla
karsilastyoruz ve daha ileri gidemiyoruz.

Satir 0: s* 3 2 5
Satir 1: §° 6 4

Satir 2: s 0 5

Satir 3: '

Satir 4: §°

Eger €’yi 0 yerine yazarsak, asagidaki tabloyu elde ediyoruz:

Satir 0: s* 3 2 5
Satir 1: §° 6 4

Satir 2: s € 5

Satir 3: s 4-30/e

Satir 4: §° 5

e cok kiiciik pozitif bir say1 oldugundan, 4-30/¢ negatif olacaktir.
Bundan dolay1 ilk siitunda bir isaret degisikligi olacaktir ve bu
nedenle sistem kararli degildir. Iki tane isaret degisimi, s-diizleminin
sag tarafinda iki kutup oldugunu gosterir.

Tiim satirin 0 olmasi durumu, s-diizleminde simetrik olarak yer
alan koklerin varhigi ile olusur; yani zit isaretli reel kok ciftleri ve
sanal eksen lizerinde simetrik olarak yer alan eslenik kok ciftleri
durumunda... Tabloyu olustururken tiimii sifir olan bir satir elde
edersek, devam edebilmek i¢in asagidaki adimlart uygulayalim:

1 Sifir satirindan oOnce gelen satirdaki katsayilar kullanilarak
olusturulacak A(s)=0 yardimc1 denklemiyle; yardimci denklemin
kokleri, ilk karakteristik denklemimizin kokleridir de.

2 dA(s)/ds verecek sekilde yardime1 denklemin s’e gore tiirevini al.

Sifir satirini, dA(s)/ds’nin katsayilariyla yer degistir.

4 Tabloyu olusturmaya devam et ve normal tarzda, ilk siitundaki
isaretleri yorumla.

[98)
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Bir sonraki Ornek, s> +45*+8s +85°+7s+4=0 karakteristik denklemi
icin bu durumu betimliyor. Tablo asagidaki gibidir:

Satir 0: §° 1 8 7
Satir 1: s* 4 8 4
Satir 2: §° 6 6
Satir 3: s 4 4
Satir 4: s' 0 0

Devam edebilmek i¢in, A(s)=4s>+4 olsun. Bundan dolay: tiirevi
8s’dir. Bunun sonucunda besinci satirin terimleri igin, 8s=0
karakteristik denklemi kullanirsak:

3

Satir 0: s
Satir 1: s
Satir 2: s
Satir 3: s
S
S

H O o0 0

Satir 4:
Satir 4:

0PN~

[1k satir igin isaret degisimi yoktur ve bu nedenle sistem kararlidir.

Ayarlanabilir sistemler

Olasi bir gereklilik, ayarlanabilir bir K sabitinin hangi aralig1 i¢in bir
sistemin kararli oldugunu belirlemek olabilir. Ornek olarak, paydasi
s°+4s*+8s+K olan bir transfer fonksiyonu i¢in, K’nin hangi araligi
icin sistem kararlidir? Bu karakteristik denklemin Routh tablosu
asagidaki gibidir:

Satir 0: s° 1 8 1
Satir 1: s 4 K

Satir 2: s 8- % K

Satir 3: s° K

Sistemin kararli olabilmesi i¢in, ilk siitundaki biitiin elemanlar ayni
igaretli olmak zorundadir. Bunun anlami, 8-1/K 0’dan biiytik
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olmalidir; yani 32 > K, ve K 0’dan biiylik olmali. Bu sebeple K 0 ve
32 arasinda olmalidir.

Bu teknigin daha ileri bir 6rnegi icin, Sekil 3.9’da gosterilen,
kapali-dongii  kontrol sistemini ve kontroloriin kazanci, K’nin,
belirlenmesinde proses islem transfer fonksiyonu 1/s(s*+s+2)
oldugunda ve geri besleme dongiisii transfer fonksiyonu 1
oldugunda, kararsizlikla sonuglanacak durumu diisiiniin.

Kontroldr

K —» Islem >

Sekil 3.9 Kapali-dongii kontrol sistemi

Ileri yol transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:

K
s(s2 +s5+2)

ve bu nedenle kapali-dongii sisteminin transfer fonksiyonu,
asagidaki gibidir:

K/s(s>+s+2) _ K
1+K/s(s>+5+2) s(s>+s+2)+K

Bundan dolay1, karakteristik denklem:
sS+s7425s+K=0

Bu denklem i¢in Routh tablosu asagida belirtildigi gibidir:

Satir 0: s° 1 2
Satir 1: s 1 K
Satir 2: s 2-K
Satir 3: s° K
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Sistemin kararli olmasi i¢in, 2-K > 0 ve K > 0 olmalidir. Bu nedenle,
K, 0 ile 2 arasinda oldugunda sistem kararlidir; K 2’den biiyiik
oldugunda kararsiz hale gelir.

Goreli kararhhk

Biitiin kokleri, s-diizleminin sol yarisinda bulunan bir sistem,
kararlidir. Buna ragmen, bir veya daha fazla kok, sanal eksene yakin
olabilir ve bu nedenle sag tarafa ¢ok yakindir ve kararsiz hale
geemeye yakindir. Sanal eksen ve eksene en yakin kok arasindaki
uzaklik, degeri ne kadar biiyiik olursa, kok de eksenden o kadar uzak
olacagindan ve kararsiz halden uzak olacagindan dolayi, goreli
kararlilik olarak tanimlanir.

Gore(ce)li kararlilik, sanal eksenin sistemi kararsiz hale getirmek
icin ne kadar kaydirilmasi gerektiginin belirlenmesiyle elde edilir
(Sekil 3.10). Eksenin sol tarafa kaydirilmasi1 demek, diyelim ki -1
kadar kaydirilsin; biitiin koklerin reel degerlerinin 1 eksilmesi
anlamina gelir ve bunun sonucu karakteristik denklemdeki biitiin s
degerleri yerine (r-1) konulmalidir. Elde ettigimiz » denklemi,
kararlilik yoniinden test edilebilir.

jw
En yakin

kutuplar X

'
<_

r eksen kayma miktari

Sekil 3.10 Eksen kaydiriimasi

Goreceli  kararlilign  tespit etmeye bir ornek olarak,
s°+4s+8s+4=0 karakteristik denklemini ve sanal eksene -1’den daha
yakin bir kok olup olmadigi durumunu diislinelim. Eksen
kaydirilmadan 6nce, asagidaki tablo sistemin kararli oldugunu
gosteriyor.

Satir 0: s° 1 8
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Satir 1: s 4 4
Satir 2: s’ 7
Satir 3: §° 4

Eksen -1 kadar kaydirildig1 zaman, karakteristik denklem, asagidaki
ifadeyi verecek sekilde, s yerine -1 koyulursa:

(-1 +4r -1 +8(r-1)+4=0

ve bunun sonucunda:

P arle3r-1=0

Bu denklem i¢in tablo asagida verildigi gibidir:

Satir O:
Satir 1:
Satir 2:
Satir 3:

A o— =
1
—_

3
SZ
g!
s -1

Sonug olarak, sistem kararsizdir ve sadece bir isaret degisikligi
oldugundan, -1 ¢izgisinin saginda sadece bir kok vardir.
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4. Zaman bélgesi ICINDE BASARIM
OLCUTU

Kararli-hal hatasi

Bir sistemin zaman bolgesi tepkisi, iki temel eleman sahiptir: gecici
tepki ve kararli-hal tepkisi. Gegici tepki, zaman gectikce 0’a diiser.
Kararli-hal tepkisi, bunun sonucunda, gegici tepki yok olduktan
sonra sistemin kalan kismudir. Kararli-hal tepkisi ve kontrol girdisi
arasindaki hata, kararli-hal hatasi olarak tanimlanir. Kararli-hal
hatas1 bu sebeple, bir sistemin 6zel bir girdiye karst nasil tepki
verecegini belirleyen bir dogruluk Slgtimiidiir.

Figlir 4.1°de gosterilen, ileri yol transfer fonksiyonu G(s) ve
negatif geri besleme transfer fonksiyonu H(s) olan bir kontrol
sistemini diislinelim. Eger sistemin kontrol girdisi x(t) ise ve sistem
ciktisindan geri beslenen sinyal b(?) ise, hata e(?) asagida belirtildigi
gibidir:
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hata = e(®) = x(¥) - b(?) [1]
s-bolgesinde, hata E(s), asagida belirtildigi gibidir:

hata = E(s)= X(s) - B(s) [2]
= X(s)- H()Y(s) [3]

T{(s) biitiin sistemin transfer fonksiyonu ise;

_Ys) G5
)= X(s) 1+ H(s)G(s) [4]
oldugundan:
_ __H(s5)G(s)
E®) =X 1+ H(s)G(s) X®
v [5]
1+ H(s)G(s)

Hata, bundan dolayi, girdi sinyal formuna ve sistemin transfer
fonksiyonuna baglhdir.

x(1) e(t) y(t)
G(s) >
X(s) Y(s)
b(t)
B(s) H(s)

Sekil 4.1 Birim geri beslemeli olmayan sistem

Denklemler ¢ogu zaman, birim geri beslemesi olmayandan ziyade,
birim geri beslemeli sistemler i¢in elde edilir. Bu tip bir sistem igin,
hata asagida verildigi gibidir:

hata = e(t) = x(t)— y(t) [6]

s-bolgesinde hata E(s) asagidaki gibidir:

hata = E(s) = X(s) - ¥(s) [7]
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= X(s)- T(s)X(s) =[1 - T(5)]X () [8]

Denklem [4]’1 H(s)=1 i¢in kullanirsak:

x(t) y(t)
G(s) 4
X (s) Y (s)
y(t)
Y(s)
Sekil 4.2 Birim geri beslemeli sistem
E@=—0) [9]

T 1+G(s)

Bunun sonucunda, sistem birim geri beslemeli olmadigindan, hata
girdi sinyal formuna ve sistemin transfer fonksiyona baglidir.

Kararli-hal hatasi ey ¢ sonsuza giderken e(?) olarak tanimlanir:

ey = lim e(?) [10]
t—o0

2. bolimde de kullandigimiz Laplace doniisiimiiniin son deger
teoremini kullanarak:

ey = lim e(t) = lim E(s) [11]
t—0 5>

Fakat birim geri besleme olmayan sistemler i¢in (Figiir 4.1°de
oldugu gibi ), Denklem [5]’1 kullanirsak:

ey = lim—X)__ [12]

s m
s—01+ H(s)G(s)

Birim geri beslemeli sistem i¢in (Figiir 4.2’de oldugu gibi), denklem
[9] asagidaki ifadeyi verir:

lim —X()_ [13]

[
B 5501+ G(s)
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Kontrol sistemleri tipleri

Kararli-hal hatas, ilgili kontrol sisteminin tipine baglidir. Birim geri
beslemesi olmayan bir sistem i¢in, hata H(s) ile G(s) carpimina
baglidir. Bu carpim, dongii transfer fonksiyonu olarak tanimlanir.
Genelde, dongii transfer fonksiyonu, z ve p’ler ¢arpimin kutup ve
sifirlar1 olmak iizere, asagidaki formda ifade edilebilir:

H(5)G(s) = K (s+2)(s+25)..(s+2,) [14]
(s+p)(s+py).(s+p,)

Eger orijinde a tane kutup ve b tane sifir varsa, denklem [14]’1
asagidaki sekilde yazabiliriz:

(s +2)(5+ %) (S + Zyy)
H(5)G(s) = K-> 15
K G s oo p L)

Eger b-a=j dersek, o zaman:

H($)G(s) = K §s+z1)(s+z2)...(s+zm_a) [16]
$7(s+ p)(s + p2)(S + Puyp)

Bu tip bir sistem, j tip sistem olarak tanimlanir.

Birim geri beslemeli bir sistem icin; hata, ileri yol transfer
fonksiyonu G(s)’e baghdir. Bu, bazen agik-dongii transfer
fonksiyonu G,(s) olarak tanimlanir. Genelde, acik-dongii transfer
fonksiyonu, z ve p’ler ¢arpimin kutup ve sifirlar1 olmak {izere,
asagidaki formda ifade edilebilir:

G,(s)= K (s+7)(s+25)..(s+2,) [17]
(s+p)(s+ p).(s+ py)

Eger orijinde a tane kutup ve b tane sifir varsa, denklem [17]’1
asagidaki sekilde yazabiliriz:

G,(s)=K sU(s+2)(s+22) (S + Zp_y) [18]
’ P (s + P)(S+ P2)s + Py y)

Eger b-a=j dersek, o zaman:
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G,(5) = K—Sr T 2) 5 i) []9]
! sT(s+ p)(s+py).(s+ Py p)

Bu tip bir sistem, j tip sistem olarak tanimlanir.

Tip numarasi, dongii transfer fonksiyonu veya agtk dongii
transfer fonksiyonundaki 1/s faktérii sayisidir.

1/s integral almaya karsilik geldiginden, tip numaralar1 dongii
transfer fonksiyonundaki veya ag¢ik-dongii transfer fonksiyonundaki
integrator sayisidir. Bu sebeple eger j=0 ise sistem, tip 0 sistemdir;
eger j=1 ise sistem, tip 1 sistemdir; e8er j=2 ise sistem, tip 2
sistemdir v.s.

Bir 6rnek olarak, asagidaki dongii transfer fonksiyonuna sahip bir
sistem:

K(1+0.5s)
s(1+s)(1+2s)(1+3s)

G(s)H(s)=
sadece bir tane 1/s faktoriine sahiptir ve bu sebeple tip 1 sistemdir.
Asagidaki dongii transfer fonksiyonuna sahip bir sistemde:

(1+0.55)

O = a2

1/s faktorii yoktur ve bu sebeple tip 0 sistemdir.

Bir birim adim girdisinde kararlh-hal hatasi

Birim geri beslemesi olmayan kapali-dongii bir kontrol sistemine
verilen bir birim adim girdisi diisiiniin (Sekil 4.1’de oldugu gibi).
X(s)=1/s olmak iizere, denklem [12] kullanilirsa, kararli-hal hatas1
asagidaki gibidir:

. S
Css = }Tﬁ) s|l+ H(s)G(s) -

1 [21]

"1+ limH(s)G(s)
§s—0

s sifira giderken dongii transfer fonksiyonun ulastig1 deger K, adim-
hata katsayis1 veya konum-hata katsayis1 olarak adlandirilir.
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K, = lim H(5)G(s) [22]
Bu sebeple:
1
w i [23]

Figiir 4.3, adim-hata katsayist sonlu bir say1 oldugu zaman, sonsuz
olmadigi zaman, bir birim adim girdide olusan tepki tipini
gosteriyor ve sonug olarak bir kararli-hal hatasi olusuyor. Birim-hata
katsayis1 sonsuz oldugu zaman, kararli-hal hatas1 olugsmaz. Adim-
hata katsayisini sonsuz yapmak i¢in, i¢inde 1/s terimi olan bir dongi
transfer fonksiyonuna sahip olmamiz gerekiyor; bdylece, s = 0
oldugu zaman K,=co olur ve kararli-hal hatas1 artik 0 olur. Bunun
anlami tip 1 veya daha yiiksek tipte bir sistemdir; sadece tip O
sistemi, bu sebeple bir kararli-hal hatas1 verir.

Kp=co iken
kararli-hal
y(t) tepkisi ¢
1) \ -+ Kararli-hal
hatasi
0 Zaman

Sekil 4.3 Bir adim girdisine gosterilen tepki

Bir rampa girdisinde kararh-hal hatasi

Birim geri beslemesi olmayan kapali-dongii bir kontrol sistemine
verilen bir birim rampa girdisi, yani y(z)=1¢, diisinelim (Sekil 4.1°de
oldugu gibi). X(s)=1/s* olmak iizere, denklem [12] kullanilirsa,
kararli-hal hatas1 asagidaki gibidir:

ey = lim—e————— [24]

= li
50 s2[1+ H(s)G(s)]

_ 1 1 [25]

s lim H($)G(s) - lim H(s)G(s)
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s sifira giderken dongii transfer fonksiyonun ulastigi deger K,
rampa-hata katsayis1 veya hiz-hata katsayisi olarak adlandirilir.

K, = lim sH(5)G(s) [26]
Bu sebeple:
1
ess :7 [27]

Sekil 4.4, rampa-hata katsayisi sonlu bir say1 oldugu zaman, sonsuz
olmadigi zaman, bir birim rampa girdide olusan tepki tipini
gosteriyor ve sonug olarak bir kararli-hal hatasi var.

Kv=ee iken
y(t) Kararli-hal
tepkisi

4 Kararli-hal

hatas!

0 L=

Zaman
Sekil 4.4 Bir rampa girdisine gosterilen tepki

Rampa-hata katsayist sonsuz oldugu zaman, kararli-hal hatasi
yoktur. Denklem [26], bir 1/s terimi elde etmek i¢in, dongii transfer
fonksiyonu 1/s* veya daha yiiksek dereceli bir terim igermeli.
Bunun anlamui, sifir kararli-hal hatasi elde etmek igin, tip 2 veya
daha yiiksek bir tip sistem gereklidir. Bir tip 1 sistemi, 1/K, kararlh-
hal hatasim1 verir. Bir tip O sisteminde, 1/s terimi yoktur ve bu
nedenle s=0 i¢in, K,=0’dir. Bunun anlami sonsuz bir kararli-hal
hatasidir.
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Parabolik bir girdi icin kalici-hal hatasi

Birim geri beslemesi olmayan kapali-dongii bir kontrol sistemine
verilen bir birim parabolik girdi, yani y(z)=1¢, diisiinelim (Sekil
4.1°de oldugu gibi). X(s)=1/s’ olmak iizere, denklem [12]
kullanilirsa, kararli-hal hatasi asagidaki gibidir:

ey = lim—r———— [28]

Rt [1+ H(s)G(s)]

1 1 [29]

 s2 lim H(s)G(s) lim s*H (s)G(s)
s—0 s—0

s sifira giderken dongii transfer fonksiyonun ulastigi deger K,
parabolik-hata katsayis1 veya ivme-hata katsayisi olarak adlandirilir.

K, = lim s2H(5)G(s) [30]
Bu sebeple:
1
Css = K [3 1]

a

Sekil 4.5, parabolik-hata katsayist sonlu bir saytr oldugu zaman,
sonsuz olmadig1r zaman, bir birim parabolik girdide olusan tepki
tipini gosteriyor ve sonug olarak bir kararli-hal hatasi var.

Ka=c=< iken
AL kararli-hal * KararlI-hal
tepkisi hatasi
Zaman

Sekil 4.5 Parabolik bir girdiye gosterilen tepki

Parabolik-hata katsayis1 sonsuz oldugu zaman, kararli-hal hatasi
yoktur. Denklem [30], bir 1/s terimini elde etmek i¢in, dongii
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transfer fonksiyonu 1/s> veya daha yiiksek dereceli bir terim
icermelidir.

Bunun anlami, sifir kararli-hal hatasi elde etmek icin, tip 3 veya
daha ytiiksek bir tip sistem gereklidir. Tip 2 sistemi, 1/K, kararli-hal
hatasini verir. Tip 0 veya tip 1 sisteminde, 1/s terimi yoktur ve bu
nedenle s=0 i¢in, K,=0’dir. Bunun anlami sonsuz (kalic1) bir kararli-
hal hatasidir.

Kalici- hal hatalan ozeti
Tablo 4.1 kararli-hal hatalarini, birim adim, birim rampa ve birim
parabolik girdilere gore 6zetliyor.

Tablo 4.1 Kararli-hal hatalar

Tip K, K, K, Kararli-hal hatalar:

Adim Rampa Parabolik
0 K 0 0 1/(1+K) 0
1 o K 0 0 I’/K
2 o o KO0 0 1/K
3 o o o 0 0 0

Kontrol sistemleri igin gecici tepkiler

Kontrol sistemlerinin gegici tepkileri ¢ogu zaman, sistemlerin bir
birim adim girdisine verdigi tepki cinsinden belirtilir. Sekil 4.6,
bdyle bir tepkinin tipik formunu gosteriyor.
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Maksimum asma miktan

Zaman
Gecikme zamani

o

Yilkselme zamani

Yerlegme zamani

Sekil 4.6 Birim adima gosterilen tepki

Tepkinin belirtilmesinde kullanilan terimler:

1

Asma/Yiikselme miktart
Asmal/yiikselme miktari, tepkinin kararli-hal  degerinin,
maksimum geg¢ildigi miktardir. Asma miktar1 bazen, kararli-hal
degerinin yiizdesi olarak yazilir. Bu yiizde, ¢cogu zaman bir
kontrol sisteminin goreli kararliliginin  bir 6lgiiti  olarak
kullanilir; genellikle, biiyiik bir ylikselme miktar1 arzu edilmez.
Ikinci-derece alt soniimlii bir sistemin, bir birim adim
girdisine tepkisi, asagida belirtilen formdadir (2.bdliimde,
denklem [20]’den):

y(t)=e @ (Peosn + Qsinar) + F/k - [32]

=0 i¢in y(2)=0’dir ve bu nedenle, P=-F/k olmalidir. t=co oldugu
zaman kararli-hal degeri ve buna bagl olarak iissel terim 0’dir
ve bu nedenle ygs(2)=F/k=-P’dir. Yiikselme wt=p oldugu zaman
gerceklesir ve bu nedenle:

_ / .
yyil'kselme miktary (t) =e c@n m(P COST + QSIH ”) +F/k

— e—é’a)nﬂ/a)

ySS+ySS
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Yiikselme, yilikselme tepkisi ile kararli-hal degeri arasindaki
farktir ve boylece:

yiikselme miktari = yssefgw"”/m [33]

®=0,1-¢* oldugundan:

Y yiikselme miktar: 0= exp[ et ] [34]
1-¢2

2 Yiikselme zamani
Yiikselme zamani ¢ genellikle, tepkinin kararli-hal degerinin
%10’undan %90’1na ¢ikana kadar gecen siire olarak tanimlanir.
Bazen, 0’dan kararli-hal degerine ulagsana kadar gecen siire
olarak da tanmimlandig1 olur. w frekansina sahip bir salinimin
0’dan kararli-hal degerine kadar yiikselmesi igin gecen siire, bir
tam devrin ceyre8ini tamamlayana kadar gegen sliredir; yani
Y, p ve bdylece, ylikselme zamaninin tanimi igin asagidaki

ifadeyi kullanabiliriz:
1
ot, = Von [35]

3 Gecikme zamani
Gecikme zamani #; tepkinin, kararli-hal degerinin %50’sine
ulasana kadar geg¢mesi gereken siire olarak tanimlanir; yani
saliimin, bir tam devrin sekizde birini tamamlamasi i¢in gecen
sire kadar: 1/ i ve boylece:

oty =Ym [36]

4  Tepe zamani
Tepe zamani, tepkinin 0’dan ilk tepe degerine ulasana kadar
gecen siiredir, yani salmmmin bir tam devrin yarisini
tamamlamasi i¢in gegen siire, yani 1 ve bdylece:

oty =7 [37]

5 Yerlesme zamani
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Yerlesme zamani ¢, salinimlarin kararli-hal degerinin belirli bir
yiizdesi dahilinde s6niimlenmesi i¢in gegen siiredir. Cogu zaman
kullanilan degerler % 2 veya 5’tir.

Ikinci derece alt soniimlii bir sistemin, bir birim adim
girdisine tepkisi, asagida belirtilen formdadir (2.bdliimde,
denklem [20]):

y(t)=e ' (Pcosax + Qsinar) + F/k  [38]

=0 i¢in y(1)=0’dir ve P=-F/k olmalidir ve yy iissel terimin 0
oldugu zamanki y(#) degeri oldugundan, P=-y’tir. Kararli-hal
deger yakimindaki salimimlarin genligi y(2)-yg'tir. yg Ussel
terimin 0 oldugu zamanki y(?) degeri oldugundan; denklem [38]
asagidaki ifadeyi verir:

Genlik = ¢ *®n" (—y . cos ot + Qsin o)

Genligin maksimum degeri, of'nin *p’nin katlar1 oldugu
durumlar i¢in gergeklesir ve boylece, cos wt =t1ve sin ot =0’dir.
Eger yerlesme zamanini, genligin kararli-hal degerinin % 2
altinda oldugu anki zaman olarak diisiiniirsek, o zaman:

0.02 = ¢~5@n's
ve boylece:

In0.02
t. =

s
- é‘wn

In 0.02 = -3.9 veya yaklasik -4 oldugundan:

= [39]

fy = [40]
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Salinim sayisi
Yerlesme zamani igerisinde olusan salimim sayisi, yerlesme
zamani bolii salinimlarin periyod zamanidir.

Periyot zaman1 2p/w’dir. Boylece, % 2 yerlesme zamani i¢in:

Sal _4/¢w, 2o
alinim sayis1 =5~ —”@’n

w=0,J1-¢*> oldugundan:

Salinim sayis1 :% ?—1 [41]

Azalma orani

Azalma veya ¢okme orani, ardisik iki yiikselmenin oranidir. ilk
yiikselme wf=p oldugu zaman gergeklesir ve ikinci yiikselme
wt=3p oldugu zaman, yani tam bir devir sonra gerceklesir.
Boylece, denklem [34]’ii kullanarak asagidaki ifade elde
edilebilir:

ilk yiikselme miktari =y exp[ il ] [42]

1-¢2

Denklem [34]’lin elde edilmesine benzer bigimde, asagidaki
ifadeyi elde edebiliriz:

ikinci yiikselme miktari = y exp[ —_3¢m J [43]
1-¢?

Bu sebeple azalma orani:

Vo oxp| 2%

Vss eXp{ —3¢m }
1-¢2

bozunum orani =
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:exp[ 2T ] [44]

8 Logaritmik azalma
Logaritmik azalma, azalma oraninin logaritmasidir ve boylece:

logaritmik azalma = In(bozunum orani) = _xr [45]

1-¢?
Performans endeksleri

Bir sistemi dizayn ederken ¢ogu zaman, performans parametrelerine
bagli olarak optimum performansi verecek sistemi bir sekilde
belirleyen bir performans endeksine/indisi ihtiya¢ vardir.
Adaptif/uyarlanabilir kontrol sistemlerinde, sistem parametreleri
optimum performansi verecek sekilde siirekli ayarlanir; boylece
optimum durumu belirlemede kullanilabilecek bir parametreye
ihtiya¢ duyulur.

Hata karenin integrali
Bir birim adim girdisi oldugu zaman, en sik kullanilan performans
endeksi/indisi, hata karenin (ya da kare hata) integralidir (ISE).

ISE = Jez(t)dt [46]
0
(ISE=Integral Square Error: hata karenin integrali)

Bir 6rnek olarak, asagidaki transfer fonksiyonununa sahip ikinci-
derece birim geri beslemeli (Sekil 4.7) bir sistem i¢in ISE’nin
bulunmasin1 diigiiniin:

2
1)

CO)=—F"7T"—>
s +20w, s + o,

y(t)
G(s) —p
Y(s)
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Sekil 4.7 Birim geri beslemeli sistem

Bir birim adim girdisi i¢in, girdi ve ¢ikt1 arasinda s-bolgesindeki
hata asagida belirtildigi gibidir:

E(s)= X(s)-Y(s) = X(s) - G(s)X(5) = é[l ~G(s)]

1 a)f
i R Ty
s 5”+26w,s +

+ 24w,
Pt [47]

s?+ 2§w,s + o,

Bu denklem asagidaki gibi yazilabilir:

s+24w,

E(5)= 48
(S+é‘ﬂ)")2+(a)"Jl_é‘2 )2 [ ]
Ve bunun sonucunda:
E(s)= s+ 4w, . {0,
(5440, 2+ @ 1-C2 ) (s+4@,) +(@py1-¢?)?
Es) = s+¢w,
(s+¢@,)? +@1-¢2 )
; @y 1- ;2
[49]

+
N1=2% (s+¢w)? +(@ 122 )

Bunun ters doniisiimii de asagidaki gibidir:

e(t) = e 75| cos(w,y1- £ 1) + ¢ = sin(w,,,h—;zt) [50]

1-¢
¥’ =da’ + b’ ve tan 0 = b/a olmak iizere, a sin 0 +b cos 0 = r sin (0 +
"]) denklemini kullanirsak, denklem [50] asagidaki gibi yazilabilir:

—Sopt
() =“——sin(@,1-£*1+¢) [51]
1-¢
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O zaman, denklem [46]’da verilen ISE asagidaki gibi olur:

o 2wyt
ISE = | ¢ sinz(w,,,h—gztw]dz

2
0 1-¢

14447
4o,

[52]

Ayarlanabilir ve sabit bir w,’e sahip bir sistem i¢in, ISE’nin
minimum degerini, d(ISE)/ d {=0 i¢in saglar, yani:

1 1
-— +—=10
44’ wn a)"

oldugu zaman, ve dolayisiyla (=0.5 oldugu zaman. Bu durumda,
varilan deger, optimum degerdir.

Baylece, ileri yol transfer fonksiyonu 100/(s* + ks + 100) olan
birim geri beslemeli bir sistem i¢in, A’nin optimum degeri,
k=2 w,=2x0.5x10=10 oldugu zamandir.

Diger performans parametreleri
Kullanilan diger performans parametreleri agagidadir:

1 Hatanmin mutlak degerinin integrali (IAE)
Bu, kararli-hal degerinden olan biitiin sapmalara esit agirlik verir
ve asagidaki gibi tanimlanir:

IAE = I|e(l‘)|dl‘ [53]
0

(IAE=Integral of Absolute Value of Error: hatanin mutlak degerinin
integrali)

2 Zaman mutlak hatanin integali (ITAE)
Bu, onceki sapmalar, sonrakilerden daha az agirlikli olacak
sekilde, kararli-hal degerinden sapmalara agirlik verir. Bunu,
hatay1 zamanla c¢arparak yapar. ITAE, asagidaki gibi tanimlanir:

ITAE = Tt|e(t)|dt [54]
0
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(ITAE=Integral of Time-Absolute Error: zaman-mutlak hatanin
integrali)

3 Zaman kare hatanin integrali (ITSE)
Bu, sonraki sapmalar, oncekilerden daha az agirlikli olacak
sekilde, kararli-hal degerinden sapmalara agirlik verir. Bunu,
hatanin karesini zamanla ¢arparak yapar. ITSE, asagidaki gibi
tanimlanir:

ITSE = [t (t)dt [55]
0
(ITSE=Integral of Time-Square FError: zaman-kare hata(si)nin
integrali)
Ornek olarak, yukarda tanimlanan ikinci-derece bir sistem igin
optimum séniimleme faktoriinii belirlemeyi diisiinlin. Hata, denklem
[51]°deki gibi verilir ve boylece ITSE asagidaki gibidir:

o 20t
ITSE:J'te sinz(wn\/1—§21+¢jdt
0

1-&2
Optimum séntimleme faktoriinti, d(ITSE)/d (=0 i¢in saglar, yani:
- % +44 =0

Optimum sénlimleme faktorii béylece 1/8"4=0.60"dur.

Ikinci-derece sistemler icin benzer hesaplamalar, IAE igin
optimum sonlimleme faktérini 0.7 ve ITAE igin optimum
soniimleme faktorii 0.7 kalir.
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5.Frekans duzleminde tepKki

Frekans tepkisi

X genlik, v, agisal frekans olmak {izere, sinilizoidal bir x(z) girdisine
sahip bir sistem diiglinelim:

x(t) = X sin oyt [1]

Bu sistemin, girdi x(z) ile c¢ikti y(¢) arasindaki iligkisi asagida
belirtildigi gibi olan birinci-derece bir bir sistem oldugunu varsayin:
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PO 1 ay0) =y (1) 2]

a

a; dy(t)/dt ve a,y(t) toplandig1 zaman, siniizoid b,X sin w,t’yi elde
etmeliyiz. Siniizoidler, tiirevleri alindigi zaman, sonucu ayni
frekansa sahip bir siniizoid olan bir 6zellige sahiptirler. Boylece,
kararli-hal tepkisi y(z)’nin girdiye benzer ayni frekansa sahip bir
sintizoid olmasini bekleriz, fakat ¥ genlik ve 6 faz farki olmak iizere,
muhtemelen farkl bir genlik ve faz ile (Sekil 5.1):

y(t) =Y sin(wyt + 0) [3]

Kararli-halde, girdi ve c¢ikt1 genlikleri ile girdi ve ¢ikti fazlar
arasindaki iligki sistemin frekans tepkisi olarak tanimlanir.

Sekil 5.1 Bir sistemin siniizoidal tepkisi

Fazorler

Girdi ve ¢ikt1 sinyallerinin zamanla degisen sinilizoid dalga formlar
oldugunu diisiinmek yerine, bunlar1 fazor olarak diistinmek daha
kolaydir. Genligi Y olan siniizoidal bir sinyalin, orijinden ¢ikan Y
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uzunlugunda, sabit o agisal hizina sahip bir ¢izgi tarafindan
olusturuldugunu diistinebiliriz (Sekil 5.2).

Boylece denklem [1]’deki gibi, zamanla degisen bir y varyasyonunu
belirtmek yerine, bunu, #=0’da veya referans ekseniyle yaptigi ac1
faz agis1 olarak tanimlanan bir bagka agida baslayan Y ¢izgisinin
uzunlugu olarak belirtebiliriz. Referans ekseni, genellikle yatay
eksen olarak alinir. Bu tip ¢izgiler fazor olarak tanimlanir ve
gosterimi, frekans-bolge gosterimi olarak adlandirilir.

Sekil 5.2 (a) y = Y sin wt ,(b) y = Y sin wt+0

Bir fazorii belirtmenin uygun bir yolu polar notasyondur.
Boylece, Y uzunlugunda ve 6 faz agisina sahip bir fazorti asagidaki
gibi tanimlayabiliriz:

Y-r(6 [4]

Koyu basimin, genellikle, sadece biiyiikliik 6zelligi olan, donen bir
cizgiyi belirtmeyen ve aci1 belirtmesi olmayan diger nicelikleri, fazor
niceliklerinden ayirmak i¢in kullanildigina dikkat edin. Sekil 5.12°de
ve denklem [4]te tanimlandig1 sekliyle fazor uzunlugu, niceligin
maksimum degerini gosterse de, uzunlugu ortalama kare kok
degeriyle belirtmek daha yaygindir. Ortalama kare kok degeri,
sadece, maksimum degerin 2 ile boliimiidiir ve bu nedenle sadece,
maksimum deger kullanilarak ¢izilenin Ol¢eklendirilmis  bir
versiyonudur.
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Bir kompleks say1 z = a+ jb Arjand diyagrami tizerinde, 6
agisinda, uzunlugu |s| olan bir ¢izgi (Sekil 5.3) olarak gosterilebilir.
Boylece, siniizoidal bir niceligi belirtmek i¢in kullanilan bir fazorii,
bu kartezyen formunda bir kompleks say1 olarak asagidaki gibi
tanimlayabiliriz:

Sanal say

Reel sayi
Sekil 5.3 Kompleks sayilar

Y=a+jb [5]

Boylece eger y = Y sin wt ise bu sadece reel bir say1 iceren bir fazor
olarak tanimlanir. y = Y sin(wt+0) i¢in, genel olarak, hem reel hem
sanal kismi1 olan bir fazor elde ederiz. Buna ragmen, eger 6=90° ise
sin(wt+90°) = coswt sadece sanal kisma sahiptir.

Bir z kompleks saymimin biiyiikliigii || ve argiimani 0 asagida

belirtildigi gibidir:

|z| =Va’ +b’ ve0:tanl(2j [6]

a

a= |z| cos@ veb= |z|sin0 oldugundan:
|z| =acosf+ j|z| sin@ = |z|(cos 0+ jsin@) [7]
Boylece, fazor Y’yi agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Y= |J’|(COS6’ + jsin@) =¥ (cos@ + jsinf) [§]
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Bir kompleks say1y1, dolayisiyla fazorii, tanimlamanin bir baska
yolu, bir iistel cinsinden tanimlamaktir. Siniis ve kosiniis i¢in kuvvet
serisi kullanarak, denklem [7]’yi asagidaki gibi yazabiliriz:

i*=-1,7=-,j*= 1, =-1, v.s., oldugundan, denklemi asagidaki
gibi yazabiliriz:

202 393 :dpd 595
z:|z|1+j0+]0 +10 A +10 +...
2! 34 5!

Eger x yerine jO koyarsak, bu ex formunda bir iisselin kuvvet
serisidir. Boylece:

2=ele’? [9]
Bu, kompleks bir saymin iissel formudur. Dolayisiyla, bir fazori
asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Y =Ye/l [10]

Frekans tepkisi fonksiyonu
Girdi x(?) ve ¢ikt1 y(2) arasindaki iliski, asagida verildigi gibi olan bir
sistem diisiiniin:

a2+ ayy(0)=yx(0) [11]

Eger x(?#) sinilizoidal bir girdiyi ve y(?) siniizoidal bir c¢iktiy1
gosteriyorsa, bir siniizoidin tiirevi, ayni siniizoidin agisal hiziyla
carpilmis, 90° kaymis halini vereceginden (eger y = Y sin «t ise
dy/dt = oY cos wt=wY sin (0t+90°)), denklem [11]’1 asagidaki fazor
denklem bi¢iminde yazabiliriz:
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Bundan dolay1:

Y by

Ezjwa1+a0 [13]

Fakat eger denklem [10]’un Laplace doniisiimiinii alirsak, asagidaki
ifadeyi elde ederiz:

sa Y (s)+ayY(s)=+byX(s) [14]

ve:
Y(s) by

G(s)= X(s) sa;+ag

[15]

Denklem [14]’1 alir ve s yerine jo yazarsak, asagidaki ifadeyi elde
ederiz:

Gj@) =—— [16]

jwal +a0

Eger frekans-tepki fonksiyonunu kararli-hal’de ¢ikt1 fazoriiniin, girdi
fonksiyonuna orani olarak tanimlarsak; bu, denklem [13]tekiyle
ayni denklemi verir.

Yukaridaki denkleme ulasmanin diger bir alternatif yolu,
kompleks saymin {istel bi¢imini kullanmaktir. Bdylece, denklem
[11] ile gosterilen, asagidaki girdi ve ciktiya sahip bir sistemi
diistintirsek:

X = Xe/™ Y = Ye/(@+9) [17]

x(t) ve y(t), bir zaman anindaki, reel eksen {lizerinde donen fazorlerin
reel izdiistimleri (projeksiyonlari) olarak diisiiniilebilir. Boylece:

x(t) = X cosawt = X'in reel kK1smi1
[18]

y(t) =Y cos(at + ¢) =Y'in reel kismi

Dolayisiyla, denklem [11]’1 asagidaki gibi yazabiliriz:
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dy
a1?+a0Y:b0X [19]

fakat dY/dtr = ijej(“’+9)=ij’dir vebu nedenle denklem [19]
asagidaki gibi olur:

jwa1Y+a0Y=b0X [20]

Dolayistyla, denklem [13]’teki gibi:
Y _ b, [2 1 ]

E Jjoa, +ag

Genelde:

Bir transfer fonksiyonunu frekans-tepki  fonksiyonuna
doniistiirmek igin, s’i jo ile yer degistirin.

Ornek olarak, transfer fonksiyonu G(s) = 1/(s + 1) olan bir sistem
diistiniin, frekans-tepki fonksiyonu G(jw) =1/(jo + 1)’dir.

Birinci-derece sistemler icin frekans tepkisi

Genelde, birinci-derece bir sistem, t zaman sabiti olmak {izere,
asagidaki gibi yazilabilen bir transfer fonksiyonuna sahiptir:

1

G(s)= I+

[22]

frekans—tepki fonksiyonu G(jw) s yerine jw konarak elde edilebilir.
Bundan dolay1:

G(jo) = [23]

1+ jor

Denklemin st ve altini, asagidaki ifadeyi verecek sekilde, 1-jot ile
carparak, bunu, daha uygun bir forma getirebiliriz:
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. 1 1-jor 1-jor
G(jo) = ———x—220 = —JTL
I+jor 1-jor 1+ jw'r

Fakat j*=-1dir, dolayistyla bu denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:

. 1 . oT
G(jo)= 1+ 2’72 —J 25 [24]

I+o°t

Freakans-tepki fonksiyonu dolayisiyla 1/(1 + »°t?) olan reel bir
elemana ve wt/(1 + ©’t?) olan sanal bir elemana sahiptir. G(jw)
cikti fazoriiniin girdi fazoriine orani oldugundan, denklem [6]’y1
kullanarak, ¢ikt1 fazoriiniin, girdi fazoriinden bir |6(jw)| faktori kadar
biiylik oldugunu buluruz:

1 2 ot :
|G(ja2)|= [1+a)272j +(1+a)212j

——— [25]

1+ @’c?

|G(jw)| biiviikliik veya kazang olarak antlir. Denklem [6]’da verilen,
girdi fazorii ve ¢ikt1 fazorii arasindaki faz farki agagidaki gibidir:
tang=—wr [26]

Negatif isareti, c¢ikti fazoriiniin bu ac1 kadar girdi fazoriiniin
gerisinde oldugunu belirtir. Figiir 5.4, biiyiikliikk ve fazi, wf’ye bagh
fonksiyonlar olarak gosteriyor:

10
-
E
B 05 |
1 1 1
0 1 2 3 wt
0 1 2 3 wt
T T I
o 45
-90°
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Sekil 5.4 Birinci-derece bir sistemin frekans tepkisi

Ornek olarak, transfer fonksiyonu G(s) = 2/(s + 1) olan bir
sistemin, 2 sin «t siniizoidal girdisine maruz kaldiginda, ¢ikti
biiytikliikk ve fazini diisiiniin. Frekans-tepki fonksiyonu s yerine jw
konarak elde edilir. Dolayisiyla:

G(jo)=

Jjo+1
denklemin alt ve tistii (-jw+ 1) ile carpilirsa, asagidaki ifadeyi verir:

-j20+2 2 . 20

o’ +1 o’ +1 o’ +1

G(jo)=

Dolayisiyla denklem [6] ile verilen biiytikliik asagidaki gibidir:

2 2 2
|G(jw)|: 22 7t 22w 2
(w° +1) (@” +1)

2

®* +1

Denklem [6] ile verilen faz agis1 agagidaki gibidir:
tang = —@
Belirtilen girdi i¢in, »=3 rad/s’dir. Biiylikliikte boylece:
6o =—
V32 +1
ve faz tan & = -3 ile verilir. Dolayisiyla

&= -72°dir. Bu girdi ve ¢ikt1 arasindaki faz acisidir. Bundan dolay1
cikt1 1.26 sin(3¢-72° ) dir.

=0.63

ikinci-derece sistemler igin frekans tepkisi
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Transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan, w, dogal agisal frekans ve ¢

sonlimleme orani olmak iizere ikinci-derece bir fonksiyon diisiiniin:

2
G(s)= T [27]

s* + 24w, s + o

Frekans-tepki fonksiyonu s yerine jw konarak elde edilir.
Dolayisiyla:

2 2

D,

D, n

n

G(jo)= =
e Jj2lwa, + a),% (a)ﬁ - a)z) + j2¢w,

1
- 2
e
o, @,
Denklemin alt ve tstiinii asagidaki ifade ile ¢arparsak:
2
RSIES
a)n wn
Asagida belirtilen denklemi verir:
2
e
mn mn
G(jw)=
2 2
Ha)] )
@, @,

Bu a+jb formudur ve bu nedenle, G(jw), ¢ikt1 fazoriiniin girdi
fazoriine oran1 oldugundan, ¢ikt1 fazorii biiyiikliigli veya boyutu,

denklem [6]’da verildigi gibi, girdi fazdriinden va?+»> faktorii
kadar biiyiiktiir ve bu nedenle:

60| = J{l —[;ﬂz {24 (;Hz

Girdi ¢ikt1 arasindaki faz farki & denklem [6]°da verildigi gibi tan &
@ =a/b’dir ve bu nedenle:

[29]
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o) [30]

Biytiiklik  (o/wn)’e  baglt  degisir ve maksimum  degeri
d[|G(Gw)|}/d(o/wy) = 0 ig¢indir. Bir sadelestirme olarak, (w/w,)’1
semboliiniin yerine u koyarsak:

dlcjo)]

R PN 2132, 5 2
n = 2[(1 u-) +(24’u)]> (4w —4u+8ug”)

ve dolayisiyla:

4u —4+8,%=0

bu da asagidaki ifadeyi verir:

u=\[1—2§2

ve bu nedenle maksimum biiytikliik, agisal frekans w,’1n asagidaki
degeri i¢indir:

2 =124 [31]

n

Frekans reel bir nicelik oldugundan, karekdk sadece pozitif degerler
alabilir ve bundan dolay1 bu denklem, degeri 1> ¢ olan séniimleme
faktorleri icin gegerlidir; yani ¢ < 0.707 igin. 0.707’den biiyiik olan
biitiin sontimleme degerleri i¢in, tepe frekansi1 0’dir.

Denklem [29]’daki (w/w,) yerine bunu yazarsak maksimum
bliytikliik asagida verildigi gibi olur:

maksimum biiyiikliik = M , = _— > [32]
204\1-¢

Bu, aynm1 zamanda degeri 0.707°den kiiciik olan soniimleme
faktorleri i¢indir.
Sekil 5.5, farkli soniimleme faktorleri igin,
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ikinci-derece bir sistemin (w/w,)’e bagli nasil degistigini gosteriyor.
Sekil 5..6, tepe biiyiikliigii M, degerinin soniimleme faktoriine nasil
bagli oldugunu gosteriyor, yani denklem [32]’nin grafigi.

Biyiiklik

i n

Sekil 5.5 Farkli soniimleme faktorlerinde, ikinci-derece bir sistemin
biiytkliikleri

5
4
3 -
2
1

L 007 :
0 05 10 15

Sekil 5.6 Amortisman faktoriine bagl bir fonksiyon olarak M,
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Kapali-dongu bir sistem icin frekans tepkisi

Ileri yol transfer fonksiyonu G(s) ve geri besleme yolu transfer
fonksiyonu H(s) olan kapali-dongii bir sistem igin, sistemin toplam
transfer fonksiyonu 7(s) asagida verildigi gibidir:

T(s)=—28)__ [33]

"1+ G(s)H(s)

Toplam frekans tepki fonksiyonu dolayisiyla asagida verildigi
gibidir:

G(jw)

T =G GonGa

[34]

Bu, biiyiikliik ve faz cinsinden asagidaki gibi verilir:

|T(jw)|=| Glo) | |6Gw) [35]
[1+G(jo)H(jo)| [I1+G(jo)H (jo)
faz =(G(jo)~ 1+ G(jo)H jo)] [36]

Bir kompleks say1 bir bagska kompleks sayiya boliindiigii zaman,
toplam biiyiikliigi bulmak i¢in biiyiikliikleri boliin ve toplam fazi
elde etmek icin fazlar1 birbirinden ¢ikarin. Asagidaki bu ifadenin bir
baska seklidir.

Polar formlari z;=z4|<0; ve 2z,=|z,|<60, iki kompleks saymin
boliimiinii diistintin:
| |_ |z1|(cost91+jsin¢91)

- |z2|(00502 +jsiné,)

Dolayistyla:

|z1|(cos¢9] + jsiné) y |z2|(cost92 —jsiné,)

|z| - |Z2|(cosl92 + jsin8,) |z2|(cost92 —jsin@,)

|z] (cosé, + jsing)(cosd, — jsinb,)

|z2| (cos? 9, + jsin? 9,)

Fakat cos® 6, + sin® 8, = 1 ve bu nedenle:

133



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

z= |z—1|[(cos 6, cos @, +sin g sinb,)
2

+ j(sin @, cos &, —cos O, sin6,)
Bunu sadelestirerek asagidaki bulunur:

z _%[005(6’1 -6,)+jsin6,-6,)]  [37]
2

bunu asagidaki gibi ifade edebiliriz:

|z1|

=1—{(6, -0
z |z2|<(1 h) [38]

Frekans diizlemi basarim spesifikasyonlari

Frekans-bolgesi performansi asagidaki parametrelerle tanimlanir:

1 Rezonant frekansi
Bu frekans, wp, bir sistemin biiylikliigiiniin, |7(jw)| maksimum
oldugu yerdir.

2 Tepe Rezonanst
Bu saliim degeri, M, biiyiikliik degerinin bir |7(jw)| sistemi igin
maksimum degeridir.

3 Bant genisligi
Bant genisligi, |7(jw)| blytlikligiiniin, sifir-frekans degerinden,
% 70.7 azaldig1 frekans olarak tanimlanir (Sekil 5.7). Bu, sifir-
frekans degerinden 3 dB diismesidir.

Biyikluk

€ -
-~ O

Kesim hizi

Bant genisligi |

0

w

Sekil 5.7 Biiyiikliik egrisi ve bant genisligine bir 6rnek
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4 Kesme hizi
Bu deger, sistemin bant genisligi digindaki biiyiikligiin azalma
hizidir.

Denklem [27]’de tanimlandigi gibi, ikinci derece bir sistemin
bant genisligini diisiiniin. Denklem [29]’da tanimlanan |G(jo)|
biiyiikligii asagidaki gibi olur:

GG - -

27 2
Ha)] )
w’l w}‘l
Dolayistyla, |G(jw)| = 0.707 icin asagidaki ifadeyi elde ederiz:
2 2
[1—[1H {2;[&}} —1.414
@, ,

u = wlw, i¢in denklemi sadelestirir ve karesini alirsak asagidaki
ifadeyi elde ederiz:

(1-u?)? +(2%u)* =2
W -2-4Hu?-1=0

Bu u”de kuadratiktir ve asagidaki koklere sahiptir:

e -4 +y2-4¢H) 2 +4

2

=(1-202) 4t -4 42 [39]

Dolayisiyla ,bant genisligi asagidaki gibidir:

1/2
bant genisligi = w,,{(l —24%) 248t 407+ 2} [40]

Bant genisligi dolayisiyla, dogrudan dogal frekans w, ile orantilidir
ve belirli bir w, degeri i¢in, sontimleme faktdriiniin artisiyla azalir.
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Frekans tepkisinin grafiksel belirlenmesi

Bir sistemin frekans tepkisinin biiyliklik ve fazi bir kutup-sifir
ciziminden grafiksel olarak belirlenebilir. transfer fonksiyonu
G(s)=1/(s+1) olan bir sistem diisiiniin. Bu tip bir sistemde sifir
yoktur ve reel eksen iizerinde, s = -1’de tek bir kutbu vardir. Kutup-
sifir ¢izimi dolayisiyla Sekil 7.8(a)’da gosterildigi gibidir. Eger
sistem girdisi sinilizoidal ise s = jo’dir ve bu nedenle G(jw) =
1/(jw+1)’dir. o= 1 rad/s oldugunu varsayarsak, G(jw) = 1/(j1+1) =
(1-j1)/2 olur ve bu nedenle biiyiiklik 1/42 "tir ve fazi tan™” (-1/1) =
-45°°dir. Eger w= 1 rad/s olursa, G(jw) = 1/(j2+1)=(1-j2)/5 olur ve bu
nedenle biiyiikliik 1/y5 “tir ve fazi tan™ (-2/1) = -63°dir.

Fakat s =jw,bir noktanin « acisal frekans degerine bagli konum
olmak iizere, sanal eksen lizerindeki noktalar1 tanimlar. w = 1 igin,
bu tip bir nokta ile kutbu baglayan bir ¢izginin uzunlugu 2 ’tir.
Reel eksenle yaptig1 agi tan™ (1/1) = 45°dir. Biiyiikliik, dolayisiyla
kutuptan ¢izilen ¢izginin uzunlugunun ¢arpmaya gore tersidir ve faz
kutuptan ¢izilen ¢izginin agisinin negatifidir. Sekil 5.8(c) w=2 rad/s
icin olan ¢izgiyi gosteriyor. Bu, 5 uzunluguna ve 63° agiya sahiptir
ve bu nedenle biiyiikliik 1/45 ’tir ve faz -63°’dir.
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jo jo
1
A
il 0 ¢ ’ 0 °
(a) Kutup-sifir gizimi (b) Agisal frekans = 1 rad/s
7
V5
63
-1 0 ¢

(c) Agisal frekans = 2 rad/s

Sekil 5.8 Kutup-sifir ¢izimi

Genelde, bir dizi sifir ve kutup olacak ve asagidaki formda bir
transfer fonksiyonu olacaktir.
(s+2)(8+2)..(S+2,) [41]

G(s)=K
(s+ p)(s+ py)...(s+ py)

O halde, 6zel bir agisal frekans icin biiyiiklik ve faz belirleme

prosediirii (7.Boliim’e bakiniz) asagidaki gibidir:

1 Her bir kutbun ve sifirin konumunu ¢izin.

Ilgili acisal frekans i¢in s = jo konumunu isaretleyin.

Her bir kutup ve sifirdan s = jo noktasina ¢izgiler ¢izin.

Her bir ¢izginin uzunlugunu ve agisini belirleyin.

Bunun sonucunda biiyiiklik, sifirlardan ¢izilen c¢izgilerin

uzunluklart  ¢arpiminin  kutuplardan  ¢izilen  ¢izgilerin

uzunluklarina oraninin K ile ¢carpimudir.

6 Faz, sifirlardan ¢izilen ¢izgilerin agilarindan kutuplardan ¢izilen
cizgilerin ac¢ilarinin ¢ikarilmasiyla bulunur.

N B~ W N

Sekil 5.9, w = 2 rad/s agisal frekans1 ve transfer fonksiyonu
(s+2)/(s+1+4j2)(s+1-j2) olan bir sistem i¢in, yukaridaki durumu
ornekliyor. Sifirdan ¢izilen ¢izginin uzunlugu 8 agis1 45°°dir. 1+j2
kutbundan gizilen ¢izginin uzunlugu 17 agis1 0°°dir. 1-j2 kutbundan
cizilen ¢izginin uzunlugu 1 agis1 76° dir. biiyiikliik boylece +3/417 =
0.69°dir ve faz 45° -76° = - 31*°dir.
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|
-2

-2

Sekil 5.9 Biiyiikliik ve fazin belirlenmesi

Bode ¢izimleri

Seri sistemlerden olusan bir sistem i¢in, toplam transfer fonksiyonu,
her bir sistemin transfer fonksiyonlarinin ¢arpimidir:

G(5) = G,(5)G,(5)Gs(s)... [42]
Dolayisiyla: toplam frekans-tepki fonksiyonu, her bir sistemin
frekans-tepki fonksiyonlarinin ¢arpimidir:

G(j®) = G\(j®)G,(jo,)Gs(jo3)..  [43]

Ve boylece asagidaki denklemi elde etmeliyiz:
|G(jo)|(@=|G\(jo)|d x|G.(j,)|g: x|Gs(jos )| [44]

Iki kompleks say1, z;=|zi|< 6; ve z=|zo|< O2’nin carpimi igin
asagidaki ifadeyi yazabiliriz:

7 :|z1|(cost91 +jsing,) ve z, :|z2|(cost92 + jsin6,)

Bundan dolay1, carpim asagida belirtildigi gibidir:
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z= |z1|(cost91 +jsin01)><|z2|(c0s02 +jsin,)
= |z1z2|[cos 6, cosb, + j(sinf cosb, +cos@,sinb,)
+j*sin@;sin6, ]
= |z1z2 |[(cos 6, cosb, —sin @, sin,)
+ j(sin @, cos @, +cos G, sin )]
= |z1z2|[cos(491 +6,)+ jsin(6, +6,)]

Bunun sonucunda, polar formdaki kompleks sayilar i¢in, asagidaki
denklemi yazabiliriz:

z =|z1z2|<(¢91 +6;) [45]

Carpimin  biiytkligi iki saymm biyiikliklerinin ¢arpimi  ve
arglimani iki sayinin argiimanlarinin toplamidir:

IG(jo)|=|G\(jo)|G.(j@,)|Gs(j@y)|..  [46]

ve fazlar i¢in asagidaki ifadeyi elde ederiz:

p=¢+h +¢+.. [47]

Eger denklem [46]'nin 10 tabanina gore logaritmasini alirsak,
asagidaki denklemi elde ederiz:

Ig|G(jw)| =1g|G, (jay)| +1g|G, (ja,)| +1g|G; (jws)| +... [48]

O halde, toplam biiyiikligii elde etmek icin, frekans tepkisi
biiyiikliiklerini ¢arpmak yerine, logaritmalar1 kullanirsak, sadece
toplamak yeterli olacaktir. Ornek olarak, eger toplam frekans tepkisi
3(1 + jw)/(2 + jw) ise, bunu li¢ seri sistemin sonucu olarak
diistinebiliriz; bir tanesinin frekans tepkisi 3, digerinin frekans
tepkisi (1 + jw) ve digeri 1/(2 + jw). Eger, her bir eleman i¢in,
frekansa bagh  biyiikligin logaritmik  grafigini  ¢izersek:
3(1 + jw)/(2 + jo)’nin logaritmik grafigi, {ic elemanin logaritmik
grafiginin toplami olacaktir (denklem [48]). Bir takim ayr1 elemanlar
oldugu zaman, faz grafigi, sadece ayr1 elemanlarin grafiklerinin
toplamidir (denklem [47]). Biiyiikliigii, asagida belirtildigi gibi,
desibel (dB) cinsinden ifade etmek yaygindir:
dB cinsinden biyiikliik =201g|G(jo)| [49]
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3 biytikligii ile, 20 Ig 3 = 9.5 oldugundan, biiyiikliik 3 dB’dir; 10
biiyiikliigii ile, 20 1g 10 = 20 oldugundan biiyiikliik 20 dB’dir.

Bode ¢izimi terimi, buylklik ve fazin agisal frekans
logaritmasina bagl ¢izildigi grafikler i¢in kullanilir. Bir sistem i¢in
Bode ¢izimini, sistemi olusturan elamanlar1 hesaba katarak elde
edebilecegimizden; grafikleri, sadece asagida verilen terimler
cinsinden ¢izmek yeterlidir:

Katsayilar

Orijindeki kutup ve sifir degerleriyle

Reel kutup ve sifir degerleriyle

Kompleks eslenik kutup ve sifir degerleriyle

AW N —

Fonksiyonlar, bu formlara ayristirilabilir ve toplam biiytiikliik ve faz
toplama yoluyla belirlenebilir. Bir sonraki bdliim, belirtilen terimler
cinsinden Bode ¢izimini igeriyor.

Katsayilar

Bunun i¢in G(s) = K’dir ve bu nedenle G(jw) = K’dir. biiytikliik |
G(w)| = K =20 1g K dB’dir ve K pozitif ise faz = 0°, K negatif ise -
180°dir. Bode ¢izimi Figiir 6.10’da gosteriliyor. K = 10 igin
biiytikliikk 20 dB’de sabit bir ¢izgidir ve faz 0°’de sabit bir ¢izgidir.

S 19 K
E
E 0 1 1 ]
5 01 1 10 100
o  rad/s
-
K=0
~ m 1 1 |
(3]
w 01 1 10 100 @ rad/s
-90°+
K<(Q
-180°

Sekil 5.10 Sabit kazang icin Bode ¢izimi

6.7.2 Orijindeki kutup ve sifirlar
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Orijinde bir kutba sahip bir sistem, transfer fonksiyonunda 1/s

formunda bir ifade igerecektir; bir sifira sahip bir sistem, transfer

fonksiyonunda s formunda bir ifade igerecektir. Eger orijinde birden

fazla kutup varsa, bu, n bu tip pole sayisi olmak tiizere, 1/s” olacak,

birden fazla sifir varsa, m bu tip sifir sayisi olmak tizere s™ olacaktir.
Orijindeki kutuplar i¢in, GGw) = 1/(jw)" =

-(jw)" olur. Bu tip bir sistem i¢in biiyiikliik asagidaki gibidir:

|G(jo)| =201g(l/ )" =-20nlgw dB [50]

ve faz —-n90°’dir. Denklem [50], dogrusal bir ¢izgi tanimlar. w = 1
rad/s oldugu zaman, biiytikliik 0°dir ve » = 10 rad/s oldugu zaman,
biiytikliikk -20n dB’dir. Dolayisiyla, ¢izgini egimi, her bir 10 misli
frekans artist i¢in -20n’dir (bu decade/(10luk birim) olarak
tanimlanir). Figiir 5.11 Bode ¢izimini gosteriyor.

dB cinsinden biydklik
o

Onluk bagina ~ -40 dB
-60 dB

wradls

0.1 1 10 100
n=1

n=2

27 n=3

Figiir 6.11 Orijindeki kutuplar icin Bode ¢izimi

Orijindeki sifirlar i¢in, G(jw) = ( jw)" olur. Bu tip bir sistem igin
biiytikliik asagidaki gibidir:
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|G(jo)|=201g0™ =20mIgw dB [51]

ve faz —-m90°dir. Denklem [51], dogrusal bir ¢izgi tanimlar.
o = 1 rad/s oldugu zaman, biiyiikliikk 0’dir ve © = 10 rad/s oldugu
zaman, biiyiikliikk -20m dB’dir. Dolayisiyla, ¢izgini egimi, her bir 10
misli frekans artist i¢in -20m’dir. Figiir 6.12 Bode ¢izimini
gosteriyor.

Onluk basina

dB cinsinden biiyiklik
o

Faz
]

0.1 1 10 100
wrad/s

Sekil 5.12 Orijindeki sifirlar igcin Bode ¢izimi

Reel kutup ve sifir degerleri

Reel bir kutup, t zaman sabiti olmak iizere 1/(1 + ts) formunda bir
terime sahip transfer fonksiyonu demektir. Frekans tepkisi
dolayistyla asagidaki gibidir:

1 1-jor

22 [52]

|G(ja>)|=1 — =
+jot  l+@°T
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Bu, dB cinsinden asagidaki biiyiiklige karsilik gelir:

1 22
=-10lg(l+ @°7°) [53]
Vi+w’r? ]

ve fazi tan” —w 7 dir.

w << 1/1 oldugu zaman w’t* 1’e gore ihmal edilebilir ve bu
nedenle denklem [53], biiytikliigli 0 dB olarak verir. Boylece, diisiik
frekanslarda, Bode ¢izimi, sabit degeri 0 olan dogrusal bir ¢izgidir.
Yiiksek frekanslar icin, o >> 1/t oldugu zaman, «°t> 1’den ¢ok
daha biiylik bir degerdir ve bu nedenle 1’1 ihmal edebiliriz ve
biiytikliik -20 lg wr’dir. Bu, egimi decade(onluk) basina -20 dB olan
ve wt = | oldugu zaman sifir desibel ¢izgisi ile kesisen dogrusal bir
cizgidir. Sekil 5.13, diisiikk ve yiiksek frekanslar i¢in, w = 1/7°de
kesisen ve kesisim noktasi kiri/lma noktasi veya kése frekansi olarak
adlandirilan, bu cizgileri gosteriyor. ki ¢izgi, gercek c¢izime
asimptotik yakinsama olarak adlandirilir. Gergek ¢izim, kirilma
noktasinda 3 dB olan maksimum hataya sahiptir. Tablo 5.1,
asimptotlar1 kullanarak bulunan hatalar1 veriyor.

Diisiik frekanslarda, o yaklasik 0.1/7’den kiigiik oldugu zaman,
faz agis1 hemen hemen 0°dir. Yiiksek frekanslarda, o yaklasik
10/7°den biiylik oldugu zaman, a¢gt hemen hemen -90°dir. Bu
frekanslar arasinda faz acisinin, makul bir dogrusal ¢izgi olacag:
diisiiniilebilir. Dogrusal bir ¢izgi varsayimindaki maksimum hata 5
Y, dir. ot = 1 oldugu zaman, faz agis1 45dir. Tablo 5.1,

biiyiiklitk = ZOlg[

asimptotlar1 kullanarak bulunan hatalar1 vermektedir.

Tablo 5.1 Asimptot hatalar

w Biiyiikliik hatas1 Faz hatasi
dB
0.10/t -0.04 -5.7°
0.20/t -0.02 +2.3°
0.50/t -1.0 +4.9°
1.00/t -3.0 0°
2.0/t -1.0 -4.9°
5.0/t -0.2 -2.3°
10.0/t -0.04 +5.7°
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j—‘f 001 o Kinlma n;)klaSI wt radls
g 0} Dogru \
% gizim
2 40 Asimptotik
yakinsama
Kirima noktas wt rad's
0.01 01 1 10
g T, '
-9k Dogru—"
gizim Asimptotik
_180° yakinsama

Sekil 5.13 Reel bir kutup i¢cin Bode ¢izimi

Reel bir sifir, ¢ zaman sabiti olmak tizere (1 + ts) formunda bir
terime sahip transfer fonksiyonu demektir. Frekans tepkisi
dolayisiyla asagidaki gibidir:

G(jo)=1+ jor [54]

Bu, dB cinsinden asagidaki biiytikliige karsilik gelir:
biiyiikliik = 201gV1+ @’r* =101g(1+ @°7%) [55]

ve fazi tan™ o1 dir.

w << 1/1 oldugu zaman w’t* 1’e gore ihmal edilebilir ve bu
nedenle denklem [53], biiyiikliigii 0 dB olarak verir. Boylece, diisiik
frekanslarda, Bode ¢izimi, sabit degeri 0 olan dogrusal bir ¢izgidir.
Yiiksek frekanslar igin, @ >> 1/t oldugu zaman, «°* 1’den ¢ok
biiyiik bir degerdir ve bu nedenle 1’1 ihmal edebiliriz ve biiytikliik 20
lg wr’dir. Bu, egimi decade(onluk) basimna +20 dB olan ve wt = 1
oldugu zaman sifir desibel ¢izgisi ile kesisen dogrusal bir ¢izgidir.
Figiir 5.14, disiik ve yiiksek frekanslar i¢in, = 1/7°de kesigen ve
kesisim noktasi kirilma noktasi veya kése frekansi olarak
adlandirilan, bu g¢izgileri gosteriyor. Iki ¢izgi, gercek ¢izime
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asimptotik yakinsama olarak adlandirilir. Gergek ¢izim, kirilma
noktasinda 3 dB olan maksimum hataya sahiptir. Hatalar Tablo
5.1°de verilenlerle aynidir.

Diisiik frekanslarda, o yaklasik 0.1/7’den kii¢lik oldugu zaman,
faz agist hemen hemen 0°dir. Yiksek frekanslarda, o yaklasik
10/7’den biiyiik oldugu zaman, a¢i hemen hemen +90°dir. Bu
frekanslar arasinda faz acisinin, makul bir dogrusal ¢izgi olacagi
diistintilebilir. Dogrusal bir ¢izgi varsayimindaki maksimum hata
5)°dir. wt = 1 oldugu zaman, faz agis1 45°°dir. Tablo 5.1°da

hatalar verilmistir.

= o} Asimptotik
= Dogru yakinsama
5 20 gizim
E 0 1 \ Ly i 1
£ 001 01 1 10
= Kiriima noktas! w1 radis
-
-180° Asimptotik
Dogru yakinsama
=90 gizim ~, s
ol s
001 0.1 1 10
Kirilma noktasi wt radis

Sekil 5.14 Reel bir sifir i¢in Bode ¢izimi

Kompleks eslenik kutup ve sifirlar

Bir ¢ift kompleks kutup eslenigi bulunan bir sistemin transfer
fonksiyonu asagidaki formdadir:

2
@Dy

s?+ 26w, s + (o,%

G(s) =

ve boylece frekans tepkisi de asagidaki gibi olur:
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2

Dy

G(jo)=

-’ + j2lw, o + a)ﬁ
1
- (@/@,)]+ j2{ (@ ,)]

_ - (@/@,)1- j2¢ (@ ,)]
- (@/®,)’ T +[2{(@/®,)) [56]

Bundan dolay1, desibel cinsinden biiyiikligi asagida verildigi
gibidir:

1
[1-(0/®,)’ 1 +[2{ (@] ®,)]

bityiiklitk =201g \/

=-101g{[1-(0/ @,)** +[2{ (@/ @,)]*} [57]
ve faz1 da asagida verildigi gibidir:

-1 24(0)/ wn)

faz =—tan
1-(0/w,)*

[58]

w/wy, << 1 igin, biiylikliik 0 dB’ye yakinsar ve boylece diisiik
frekanslarda asimptotik yakinsama 0 dB’de dogrusal bir ¢izgidir.
w/w, >> 1 i¢in, biiyiiklik -40 lg (w/w,) dB’ye yakinsar. Boylece
yiksek frekanslarda, asimptotik yakinsama, asimptotik yakinsama
decade(onluk) basina -40 dB olan dogrusal bir ¢izgidir. Bu iki
cizginin kesisimi, w/w,=1"de bir kirilma noktasidir. Gergek deger,
buna ragmen, soniimleme oranina baghdir. Figiir 5.15, farkh
soniimleme faktorleri i¢in, asimptotlar1 ve bazi1 gergek ¢izimleri
gosteriyor.

Tablo 5.2, bir takim bozunma katsayilar1 i¢in, 0 dB ve -40
dB/decade(onluk) cizgileri ve gercek biyiikliik ¢izimi arasindaki
hatalar1 veriyor.
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Tablo 5.2 dB cinsinden biiyiikliikler icin asimptot hatalar

w/ @,

4 0.10 0.20 0.50 1.00 2.00 5.00 10.00

1.0 -0.09 -034 -192 -6.0 -1.92 -0.34 -0.09
07 0 -0.01 -0.26 -3.0 -0.26 -0.01 O

0.5 +0.04 +0.17 +090 0 +0.90 +0.17 +0.04
0.3 +0.07 +0.29 +1.85 +4.4 +1.85 +0.29 +0.07

soniimleme faktori

Bt 01

wjw, rads
001 01 1 10
r - T
o
-180°

Sekil 5.15 Bir cift kompleks kutup i¢in Bode ¢izimi

Denklem [58], w/w, << 1 i¢in faz1 yaklasik olarak sabit, 0° verir
ve w/w, >> 1 i¢in yaklagik -180° verir. Genellikle, bir asimptot

147



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

cizgisi, w/wn,= 0.2°de 0° olarak ve w/w,= 5’de -180° olarak cizilir. Bu
cizgi ve deneme faz ¢izimleri arasindaki farklar tablo 5.3’te
gosteriliyor.

Tablo 6.3 derece cinsinden faz basina asimptot hatalart

W/,

g 01 02 05 1.0 2.0 5.0 10.0

1.0-114 -226 -16 0 -1.6 +22.6 +114
0.7 81 -164 -196 0 -19.6 +16.4 +8.1
0.5 5.8 +153 292 0 -29.2 +153 +5.8
03 +3.5 +22.3 +41.1 0 -41.1 +22.2 +3.5

Bir cift kompleks sifir eslenigi, asagidaki forma sahip bir transfer
fonksiyonu olan sistemlerde goriiliir:

2, 2
2
G(s) = sT+j {agns+a),,

n

ve boylece frekans tepkisi asagidaki gibi olur:

0’ + Jj2lw,0+ w,%
2
n

=[-(o/®@, 1+ ji2¢ (@/ @,)] [59]

G(jo)=

Desibel cinsinden biiytikliik dolayisiyla asagida belirtildigi gibidir:

biiyiikliik = 201g\/[1—(a)/w,,)2]2 +[2¢ (@) )]

=101g{[l-(@/®,)*T* +[2¢ (@/ @,)]*} [60]

Ve faz da asagida belirtildigi gibidir:

[61]

P tan_{ 2% (@/@,) }

1-(0/w,)*

Biiyiikliik, kompleks kutuplardan (denklem [57]) sadece eksi yerine
art1 olmasi yoniiyle farklidir. Dolayisiyla biiyiikliik ¢izimi, sadece, 0
dB c¢izgisi yakininda, sekil 5.15’in ayna gOriintiisii olur. Faz,
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kompleks kutuplardan (denklem [58]) sadece eksi yerine art1 olmasi
yoniiyle farklidir. Dolayisiyla faz c¢izimi, sadece, 0° c¢izgisi
yakininda, Sekil 5.15’in ayna goriintlisii olur. Gergek ¢izimlerin
asimptot ¢izgilerinden farki Tablo 5.2 ve Tablo 5.3’teki verilerle
ayni olur.

Karma bir Bode ¢izim o6rnegi
Asagidaki transfer fonksiyonuna sahip bir sistemin Bode ¢izimini
belirlemeyi diistinelim:

G(s):M

s(s+10)

Bu, asagida belirtildigi tizere, dort elemanin ¢arpimi olarak
diistiniilebilir:

I
G(s)=10x (14— 5)x~
() =101+ 8)xx =00

Bode ¢izimini, her bir eleman i¢in yapabiliriz ve toplam ¢izimi elde

etmek i¢in bunlar toplariz. Sekil 5.16, sonucu gosteriyor.

1 Gi(s) = 10 i¢in, 20 lg 10 = 20 dB biiyiikliiglinde ve 0° sabit
fazinda dogrusal bir ¢izgimiz var.

2 Gis) = 1 + Vs igin, ot << 1 oldugu zaman 0 dB

biiylikligiimiiz ve wt >> 1 oldugu zaman +20 Ig wt = +20
dB/decade(onluk) egiminde bir ¢izgimiz var. Kirilma noktasi
o = 1/t =0.2 rad/s’dir. Faz, 0.1/t =0.2 rad/s’ye kadar 0°dir ve
10/t =20 rad/s’den biiyiik frekanslar i¢in +90° dir.

3 Gi(s) = l/s i¢in, o =1 rad/s’de 0 dB noktasindan gegen, egimi
-20 dB/decade(onluk) olan dogrusal bir ¢izgimiz var.

4 Gus) = 1/(1 + s/10) i¢in, wt << 1 oldugu zaman 0 dB
biliyiikligiimiiz ve wt >> 1 oldugu zaman -20 Ig ot = -20
dB/decade(onluk) egiminde bir ¢izgimiz var. Kirilma noktast o =
1/t =10 rad/s’dir. Faz, 0.1/t =1 rad/s’ye kadar 0°°dir ve 10/t
=100 rad/s’den biiyiik frekanslar i¢in -90°*dir.
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ol
.‘\
RN
0 k! /[1 +5/2)
%
5
20 10
= o ‘\.‘ Karma
= ,
Ig .-".
=1 b
g o
b= 01 100 o rads
2
k=
==}
=]
=10
s (1 +510)
20 -
w-
(1+512)
01 1 10 100 « radls
1 T T T
(1 +s/10]
& Karma T e
o0 e ‘\.
1is
-180° [

Sekil 5.16 Karma Bode ¢izimi

Transfer fonksiyonlarinin deneysel belirlenmesi

Eger bir sisteme degisken frekansl bir siniizoidal sinyal uygulanirsa
ve ¢ikt1 biiyiiklikk ve faz1 gozlenirse; bir Bode diyagramu ¢izilebilir.
Sistem transfer fonksiyonu, asimptotlar1 ¢izimlere uyarlayarak ve
bunun sonucunda hangi formda bir transfer fonksiyonun goézlenen
sonucu verdigini belirleyerek elde edilebilir.

Asimptotlar, egimlerinin +20 dB/decade(onluk) olmak zorunda
oldugu g6z Oniline alinarak, biiyiiklik ¢izimi iizerine ¢izilir.
+20 dB/decade(onluk)

1

Gradyanin
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asimptotlart  yerlestirirken, gercek ¢izim, asimptotlarin
koselerinin yaklasik 3 dB i¢inde olmalidir.

Diistik frekanslarda biiyiikliik ¢iziminin gradyanini inceleyin.

(a) Eger sifir ise, bu ¢izim, s veya /s terimi igermeyen Tip O
sistem i¢indir. Eger ¢izgi x dB’de yataysa, transfer fonksiyonu
20 lg K = x olmak iizere, bir K kazancina sahiptir.

(b) Eger gradyan -20 dB/decade(onluk) ise sistem, K/s formunda
bir transfer fonksiyonuna sahiptir. Gerektiginde uzatilarak,
asimptotun 0 dB c¢izgisiyle kesistigi frekansin sayisal olarak
Jk ’ya esit oldugu goriilir. Ayni zamanda, gerektiginde
uzatilarak, asimptotun =1 i¢in 20 lg K biiyiikligiine sahip
oldugu goriiliir.

(¢) Eger gradyan -40 dB/decade(onluk) ise sistem, K/s°
formunda bir transfer fonksiyonuna sahiptir. Gerektiginde
uzatilarak, asimptotun 0 dB ¢izgisiyle kesistigi frekansin sayisal
olarak Vk ’ya esit oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda, gerektiginde
uzatilarak, asimptotun w=1 i¢in 20 lg K biiyiikliigiine sahip
oldugu goriiliir.

Biiyiikliik ¢iziminin gradyaninin degistigi frekanslari belirleyin.
(a) Eger gradyan, bir w; frekansinda -20 dB/decade(onluk)
degismis ise, transfer fonksiyonunda 1/(1 + s/w;) faktorii vardir.
(b) Eger gradyan, bir w, frekansinda +20 dB/decade(onluk)
degismis ise, transfer fonksiyonunda (1 + s/w,) faktorii vardir.

(¢) Eger gradyan, bir w; frekansinda -40 dB/decade(onluk)
degismis ise, transfer fonksiyonunda 1/(52 +2¢ w3s+co32) faktori
vardir. Sonitimleme faktorii ¢izimi Figiir 6.15 ile karsilagtirarak
elde edilebilir.

(d) Eger gradyan, bir w4 frekansinda +40 dB/decade(onluk)
degismis ise, transfer fonksiyonunda (s* + 2 Cwystws®) faktdrit
vardir. Sontimleme faktorii ¢izimi Figiir 6.15’in ayna goriintiisii
ile karsilastirarak elde edilebilir.

Faz ¢izimi, biiyiikliik ¢iziminden elde edilen sonuglar1 kontrol
etmek icin kullanilabilir.
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Zaman gecikmesi

Eger transfer fonksiyonu G(s) olan bir sistemdeki bir eleman,
sistemde bir 7 zaman gecikmesi meydana getiriyorsa, zaman
kaydirma teoremi (3.Bolimde) toplam transfer fonksiyonunu
asagida belirtilen forma getirir:

T(s)=G(s)e T [62]
Frekans tepkisi de asagidaki gibi olur:
T(jo)=G(jo)e ™" [63]

Eger G(jo) ve ¢’ elemanlarmi diisiiniirsek, gecikme fonksiyonu
sadece bir zaman gecikmesi olusturur, iistel terim 1 biiyiikliigline ve
oT radyan fazina sahiptir. Dolayisiyla, 7(jw) nin biiytkligi, biitiin
frekanslarda G(jw) ile aynidir ve faz1 G(jw)’nin faz degerlerinden,
biitlin frekanslarda, o7 radyan ¢ikarilarak elde edilir. Bundan dolay1,
bir zaman gecikmesi olusturmanin bir Bode ¢izimine etkisi,
biiylikligii degistirmez fakat frekans arttikca faz ¢izimi hizla eksi
sonsuza dogru azalir.
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6. Kararlilik ve frekans Diizlemi

Kararhhk

Birim geri besleme olmayan kapali-dongii bir sistem (Sekil 6.1)
diisiiniin. Kapal1 dongii transfer fonksiyonu:
__ G
T = 6 mHe [1]

Girdi Hata Gikt
Gl(s) >

H(s)

Sekil 6.1 Kapali-déngii sistem

Ozel bir frekansta, yari-dogrultmali redresér/dogrultmag, bir
siniizoidal sinyal (sekil 6.2) seklinde diisiiniilebilecek kisa bir darbe
girdimizin oldugunu varsayalim. Bu, G(s) lizerinden gecerek, bir
cikt1 verir ve bu ¢ikt1 H(s) tizerinden geri beslenir. Bunun genliginin
girdinin genligi ile ayn1 kalacak sekilde degismeden geri dondiigiinii
fakat fazinin sifir girdi sinyalinden ¢ikarildiginda, sonug¢ olarak
sadece ilk yari-dogrultmali redresorle, darbeyi devam ettiren bir hata
sinyali elde ettigimizi diigsiinelim. Bu geri besleme dongiisii etrafinda
tekrar sinyali devam ettirebilecegi anda gelecek ve sinyali devam
ettirecek. Burada tek basina bir salinim mevcuttur.

Eger geri beslenen sinyal, ilk darbe genliginden kiigiik bir genlige
sahipse; sinyal zamanla yok olacaktir. Sistem kararhidir. Eger geri
beslenen sinyal, ilk darbe genligi ile ayni biiyiikliikte bir genlige
sahipse; salinim sabit bir genlikle devam edecek ve sistem marjinal
kararli olacaktir. Eger geri beslenen sinyal, ilk darbe genliginden
biiyiik bir genlige sahipse, salimim artan bir genlikle devam edecek
ve sistem kararsiz kalacaktir. Dolayisiyla, kararsizlik i¢in kosul, seri
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G(s) ve H(s) diizeni iizerinden beslenen sinyalin olusturdugu
biiyiikliigiin 1’den biiyiik olmasidir. Buna ek olarak, geri beslenen
sinyalin, salinima devam edebilmek icin sag faz olmasi kosulu
vardir. Bu, G(s)H(s)’e geri beslenen sinyalin -180”lik bir faz
kaybinin olmasi anlamina gelir.

G(s) ile seri olan H(s) i¢in transfer fonksiyonu, acik-dongii
transfer fonksiyonu olarak adlandirilir. Kararlilik kriteri, dolayisiyla
asagida belirtildigi gibi ifade edilebilir:

Baslangig
girdisi 0
Zaman
Beslemeden
gelen 0
hata U Zaman
sinyali
Hata
sinyali
v Zaman

Sekil 6.2 Tek basina devamli salimimlar

Kararl sistemleri kararsiz sistemlerden aywran kritik nokta,
agik-dongii faz kaymaswmin -180° ve agik-dongii biiyiikliigiiniin 1
oldugu zamandir.

Iyi ve kararli bir kontrol sistemi, belirgin bicimde 1’den kiiciik ag1k-
dongii bliytikliigiine sahiptir; tipik olarak 0.4 ile 0.5 arasinda ve
-115° ile -125° arasinda bir acik-dongli fazina sahiptir. Bu tip
degerler, bir birim adim girdisinde, % 20 ile 30 arasinda yiikselme
miktar1 veren, bir nebze alt sonliimlii sistem tanimlar.

Kararhhk ve Bode cizimleri

Agik-dongli transfer fonksiyonu icin Bode ¢izimi, sistemin
kararlih@imin bir Ol¢iitii olarak kullanilabilir. Asagidaki terimler,
Bode ¢izimi {izerindeki kritik noktalar1 tanimlamak i¢in kullanilir:

1 Faz gegis frekansi
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Faz gecis frekansi, faz ¢iziminde, fazin ilk kez -180° degerine
ulastig1 frekanstir.

2 Kazang Marjini
Bu faktor, faz gegis frekansindaki biiyiikligiin 1 olmasi icin
gereken carpandir.

3 Kazang gegis frekansi
Bu, biiyiikliikk ¢iziminde, acik-dongii biiytlikliglinin ilk kez 1
degerine ulastig1 frekanstir.

\Kazang gecis frekansi
s w

N Kazang marijini

w

' e
8 \g Faz gegig frekans
-180°F r—\
Faz marjini

Sekil 6.3 Bir Bode Ciziminde kararlilik terimleri

dB cinsinden bilyiikliik
[==]

4 Faz Marjini

Bu, kazang gecis frekansinda, faz agisinin -180°°den kag derece
kii¢iik oldugudur.

Polar Cizim

Bir sistemin frekans tepkisinin polar ¢izimi, frekans 0’dan sonsuza
giderken, uzunluklar1 sistemin biiyiikliiglinli, yani genlik kazancini
veren ve kendi fazlarina gore agilarda cizilen fazdrlerin uglarini
takip edecek sekilde ¢izilen ¢izgidir.
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é=210°

Figiir 7.4 Polar ¢izim

Bir 6rnek olarak, transfer fonksiyonu 1/(1 + 7s) olan birinci derece
bir sistemi diisiiniin. Frekans tepkisi asagidaki gibidir (Boliim 5’e

bakiniz):

G(jo) =

1+ jor - l+o’c

1 . or 2
2 ]1+a)212 [ ]

Dolayisiyla biiyiikliik asagida verildigi gibidir:

bitpiikliik =

ve faz da:

faz=— tan! or

V1+a)21'2

[3]

[4]

Sifir frekansinda, biiyiiklik 1°dir ve faz 0°dir. Sonsuz frekansta,
biiyiikliik sifirdir ve faz -90°°dir. wt = 1 oldugu zaman, biiyiikliik
1/+2 *dir ve faz -45°dir. Diger degerlerin yerine konmasi, bizi Sekil
6.5’te gosterilen yarim daire ¢izimine ulagtirir.
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- "
n <

¢=180° wr=w0

wr=1

é=200°
Sekil 6.5 Birinci-derece sistem

Daha ileri bir 6rnek igin, transfer fonksiyonu 1/s(s + 1) olan bir
sistem i¢in polar ¢izimi diisiiniin. Bu sistemin frekans tepkisi asagida
belirtildigi gibidir:

1 1 o’ -jo
G(jo)=—— = = 5
jo(jo+)  jo-o* o°+e 3]

Dolayisiyla biiyiikliik ve fazi agagidaki gibidir:

1

o1+ w? L6]

faz=—tan"'~1/(-@)=180° +tan' /@  [7]

biryiikliik =

© = o oldugu zaman, biiyliklik 0’dir ve faz 0%dir. » sifira
yaklastik¢a, bliytlikliikk sonsuza iraksar ve faz 270°ye veya -90°’ye
yaklasir. Sekil 6.6, polar ¢izimi gosteriyor.
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$=2IC°
m=0¢

Sekil 6.6 Polar cizim

G(jw) ¢iziminin orijininin —a’ya kaymus hali, a bir sabit olmak
iizere, G(Jw) + a i¢in ¢izilen polar ¢izimi olmasi, yararli bir
ozelliktir.

Basitlestirilmis Nyquist kararhlik kriteri

Bolimiin  basinda belirtildigi gibi: kararli sistemleri kararsiz
sistemlerden ayiran kritik nokta, acik-dongii fazinin -180° oldugu ve
acik-dongii biiylikliigiiniin 1 oldugu yerdir. Eger agik-dongii frekans
tepkisinin bir polar diyagramu ¢izilirse, sistemin kararli olmasi i¢in,
uzunlugu 1’den biiyikk olan ve faz1 -180° olan bir fazor
bulunmamalidir. Dolayisiyla, fazdrlerin uglarini takip ederek ¢izilen
yer egrisi olarak tanimlanan ¢izgi, -1 noktasini, kapsamamalidir.

o 0’dan o’a giderken, agik-dongii frekans tepkisi G(jw)H(jw)
ver egrisi, -1 noktasint kapasamayan kapali-dongii sistemler,
kararhdwr, -1 noktasini kapsayan sistemler kararsizdir ve -1
noktasindan gegen sistemler marjinal kararlidir. Noktayt
kapsamak, noktanin soluna ge¢mek olarak alinabilir.

Yukaridaki ifade, basitlestirilmis Nyquist kriteri olarak bilinir ve
acik-dongiisii kararli olan sistemlerle sinirlidir; yani s-diizleminin
sag tarafinda agik-dongii kutbu olmayan sistemler ig¢in.
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$=90° | Im {GH (jw)}
Kararsiz |_Marjinal olarak kararl
- Kararli _
-1 Re {GH jew)}
é= 180° Q‘/}/ $=00
0'dan 'a
dofjru artan
frekans
é=210°
Sekil 6.7 Kararlilik

Sekil 6.7, yukarida agiklanan ifadeyi, kararli marjinal kararli ve
kararsiz sistemler i¢in Ornekliyor. Nyquist ¢izimleri, 6l¢ek
olmaksizin, kararli ¢izim i¢in K = 10, marjinal kararli ¢izim igin
K = 136.8 ve kararsiz ¢izim i¢in K = 500 olmak iizere, asagidaki
acik-dongii frekans tepkisine karsilik gelir.

K

CUoH(jo) = (1+ j02)(1+ jw)(1+ jwl0)

Nyquist ¢iziminin dikey ekseni 90° faza ve bu nedenle, agik-
dongii frekans tepkisinin sanal kismina karsilik gelir. Yatay eksen 0°
faza ve bu nedenle, acik-dongili frekans tepkisinin reel kismina
karsilik gelir.

6.8’den 6.12’ye kadar olan sekiller, yaygin acik-dongii frekans
tepkileri formlar i¢in, Nyquist ¢izimi 6rneklerini gosteriyor.
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Im {GH (jw)}
Re {GH (jw)}
X
11K v a
0'dan «'a
dogru artan
frekans

Sekil 6.8 Gs)H(s)=K/(s+a), K>0 olmak iizere, K’min biitiin degerleri
icin kararlhidir

Im {GH (je)}
Re {GH(jew)}
>
1K 0
0'dan e'a
dogru artan
frekans

Sekil 6.9 G(5)G(s)=Kk/s(s+a), K>0 olmak iizere, K nin biitiin degerleri
icin kararhidir

Im { GH(j o}
Re {GH (jw)}
vas
1K 0 1/ab
(’'dan ='a
dogru artan
frekans

Sekil 6.10 G)H(s)=K/(s+a)s+b), K>0 olmak iizere, K’min biitiin
degerleri i¢in kararlhidr
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Im {GH(j )}
5¢ Re { GH(jw)}
1K /|0
0'dan «'a
dogru artan
frekans

Sekil 6.11 G(s)H(s)=K/s(s+a)s+b), K 'nin biiyiik degerleri i¢in kararsiz,
fakat K degeri azaltilirsa kararli hale gelebilir

Im {GH j 3}

-1/K

AN Re {GH (jw))

A
0'dan o'a

dogru artan
frekans

Sekil 6.12 G(s)H(s)= K(s+c)/s*(s+s)s+b), kiigiik K lar i¢in kararl, fakat
K arttirtlirsa kararsiz hale gelebilir

Tam Nyquist kararhhk Kriteri

Bu, asagidaki gibi ifade edilebilir:

Kapali-déngii bir sistemin kararl olabilmesi igin, a¢ik-dongii
[frekans tepkisi G(jw)H(jw) yer egrisi, G(s)H(s) in pozitif reel
kismi olan kutup sayisindan az olmamak kosulu ile, (-1,j0)
noktasinda, o 0’dan ©’a giderken, saat yoniinde bir takim
kusatan daireler tamimlamalidir. Nokta, © -o’dan +oo’a
giderken, eger yer egrisinin yolu iginde ise, daire tarafindan
kusatilmistir denir.
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Sekil 6..7°de verilen Nyquist ¢izimi, w’nin 0’dan +oo’a degisimi
icindir. w’nin 0’dan +oo’a degisimi i¢in ¢izilen ¢izim, reel eksen
iizerinden yansitilan ayna goriintlisiidiir. Dolayisiyla tam Nyquist
cizimi, Sekil 6.13’te gosterildigi gibi, acik-dongii  frekans
tepkilerinin birisi igindir.

Im {GH(jw))
%0

. L-x
. “
+00
0 .
j -0 Re {GH(jw)}
-oo'tlan 0'a, 0'dan eo'a

dodru artan frekans

Sekil 6.13 Biitiin olarak Nyquist ¢izimi

Ayni zamanda, sonsuzda kalan baglantisiz ¢izgileri baglama
islemiyle yolu tamamen kapatmak gerekebilir. Sekil 6.14, bu
durumu, Sekil 6.9°daki ¢izim i¢in gdsteriyor.

Im {GH (jv)}

TN
A \ |
Y i
\\ -1
0 ; Re {GH(j@)}
i
y
/  -eo'llaneoa
........ ...’ dofruartan
<« frekans

Sekil 6.14 Biitiin olarak Nyquist ¢izimi
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Ornek olarak, acik-dongii transfer fonksiyonu K/(s + 1)(s + 2)(s + 3)
olan bir sistemi diisiiniin. Acik-dongii frekans tepkisi asagidaki
gibidir:

K

CUoH(jo)= (jo+)(jo+2)(jo+3) L8]

Polar ¢izimi hesaba katarak Nyquist ¢izimini elde edebiliriz.
Biiytiikliik asagidaki gibidir:
K

biiyiikliik =
J (@° +1)(@° +4)(@* +9)

[9]

ve faz da asagidaki gibidir:

faz= tan_l(?J + tan_l[gj + tan_l(?j [10]

® = 0 oldugu zaman, biiyiikliik denklem [8] ile K/6 olarak bulunur
ve faz denklem [9] ile 0° olarak bulunur. «© = o oldugu zaman,
biiyiikliik 0’dir ve faz 270°dir. Polar grafigi ¢izmek i¢in bu degerleri
ve diger noktalar1 kullanabiliriz. Alternatif olarak, frekans tepkisini
reel ve sanal kisimlar olmak {izere diisiinebiliriz. Dolayisiyla
denklem [8] asagidaki gibi yazilabilir:
6K(1-a%)
(& +1)(@” +4)(@" +9)

G(jo)H(jo)=

L oK (0® -11) "
/ (@° +1)(@° +4)(@* +9) [11]

® = 0 oldugu zaman, sanal kisim 0’dir ve reel kisim K/6’dir. o = o
oldugu zaman, sanal kisim 0’dir ve reel kisim 0’dir. © = i1 oldugu
zaman sanal kisim 0’dir. Bu —K/60 olan reel bir kisimdir, yani
biiyiikliiktiir ve ¢izimin reel eksenle kesistigi noktadadir. Dolayisiyla
kararl1 bir sistem i¢in, -K/60, 1’den kiigiik olmalidir, yani K, 60’tan
kiigiik olmalidir. Sekil 6.15 tam Nyquist ¢izimini gosteriyor (Olcii
olmaksizin).
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Im {GH(jew))

" K16

Re {GH(jw))

-eo'(fan ='a
dodru artan
frekans

Sekil 6.15 Biitiin olarak Nyquist ¢izimi

Nyquist kararlihig ve s-diizlemi

Acik-dongii transfer fonksiyonu agagida belirtilen genel formda olan
bir sistem diisiiniin:

(s+z)(s+2)...(s+2,,)
G(s)H(s)=K
O = K s+ pa)nts+ py 12

Kapali-dongili transfer fonksiyonunun paydasit (denklem [1]),
1 + G(s)H(s)’tir. Dolayisiyla:

(5+2)(5+29)-(S+2p)

(s+ p)(s+ps)....(s+ py)
_(s+p)s+py).(5+p,) + K5 +2)(+2))..(s+2p)
(s +p)(s+ py)...(s + py,)

1+G(s)H(s) =1+ K

_ (s+z)(s+25)..(s+2),)
(s+p)(s+py)...(s+ py)

[13]

Kapali-dongii transfer fonksiyonu T(s), asagidaki gibidir:
1+ G(s)H(s)

ve eger 1 + G(s)H(s)’in biitiin kokleri s-diizleminin sol yarisinda yer
aliyorsa kararlidir. Dolayisiyla, denklem [13]’iin biitiin sifirlari, s-
diizleminin sol yarisinda yer almalidir.
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1 + G(s)H(s) sifirlart s-diizleminin sag yarisinda yer
almuyorlarsa sistem kararlidr.

1 + G(s)H(s)’in kutup ve sifirlarinin gosterildigi, Sekil 6.16(a)’da
gosterilen, s-diizlemini diistintin. Sekil 6.16(a)’deki gibi bir 7 noktasi
alirsak ve saat yoniinde, kutup ve sifirlar1 i¢ine almayacak sekilde,
kapali bir kontiir boyunca hareket ettirirsek, her bir kutup ve
stfirdan, 7 yol ¢evresinde donerken, 7 noktasina cizilen vektorlerin
her biri faz1 degistirecek fakat higbiri 2z boyunca dénmeyecektir.
Buna ragmen, eger kapali kontiir bazi kutup ve sifirlar1 kusatirsa
(Sekil 6.16(b)), kusatilan her bir kutup ve sifirdan, 7 yol ¢evresinde
donerken, T”ye cizilen vektorler, 27 boyunca donecektir.

\( ¢
(@

)
T~

®) X
Sekil 6.16 s-diizlemi ve doniis

Transfer fonksiyonunun payinda sifirlar, paydasinda kutuplar
olmasindan dolayi, bir sifirin faz rotasyonuna etkisi pozitif, bir
kutbunki ise negatiftir. Genel olarak, eger bir kontiir Z adet sifir ve P
adet kutup iceriyorsa, (Z-P) tane saat yOniinde tam rotasyon
oldugunu soyleyebiliriz.

s-koordinat sisteminde, 1+G(s)H(s)’in, s-diizleminin sag
tarafinda kalan biitiin sifirlarini igeren kapali bir kontiir ¢izebiliriz.
Bu, s-diizleminde, merkezi orijin olan ve yaricapt sonsuza uzanan
bir yarim daire ¢izilerek gerceklestirilebilir. Orijinde ya da sanal
eksen lizerinde yer alan bir sifir1 veya kutbu bu yarim dairenin igine
dahil etmemek i¢in, bu sifir ve kutuplarin etrafina yarigaplar1 sifira
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giden kiiclik yarim daireler ¢izerek, onlari biiyiik alanin digina atmis
oluruz. Sekil 6.17, s-diizleminde olusan alan1 gostermektedir.

j@

Yangap sonsuza
A giderken

a

0
>/
Olasi kutup /e €
A

|

d Yanigap sifira
giderken

Sekil 6.17 [+G(s)H(s)'in, s-diizleminin sag tarafindaki biitiin
stfirlarint igeren kapali kontiiru.

Bu kontiirii, her birine 6zel s degeri atanmis noktalarin bilesimi
olarak diigiinebiliriz. ab yolunu takiben, b’den c’ye, ¢’den de d’ye
devam eden yol (yarim dairenin etrafi), de yolu ve sonra a’nin
etrafindaki kii¢lik yarim daire. Bylece yol su sekilde agiklanabilir:

ab: s =jw, w sifirdan art1 sonsuza giderken '

bcd: s =R sonsuza giderken ve 0 p/2 ile - p/2 arasinda, Re/”nin
limiti

de: s =jw, w eksi sonsuzdan sifira giderken ‘

ea: s =r sifira giderken, ve 0 p/2 ile -p/2 arasinda, re¢’’nin limiti

Kontiir, her birinin kendine 6zel s degeri olan bir seri nokta
olarak disiiniilebileceginden; bu degerleri herhangi bir s
fonksiyonuna atayabiliriz. Bu boliimiin devaminda, bir sonraki
sekilli 6rnek bunu gosteriyor.

O zaman sorumuz, 1+G(s)H(s) ¢izimi i¢in, s-diizleminde, bu
kapali bolgenin i¢ine dahil edilmis bir sifirn  bulunup
bulunmadigidir. Yukarida elde ettigimiz dahil edilme prensibini
kullanarak, dahil edilen kutup ve sifir sayisim1 bulabiliriz. Nyquist
Kararlilik Kriteri, Z = sifir sayisi, P = kutup sayisi, N=saat yOniinde,
kontiir boyunca hareket eden bir nokta tarafindan olusturulan
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vektorlerin tam rotasyon sayist olmak iizere asagidaki gibi ifade
edilebilir:

Z-P-N [14]

Eger, kontiir tarafindan verilen veriyi kullanarak polar koordinat
sisteminde bir ¢izim gergeklestirirsek, N, vektor orijin etrafinda
donerken saat yoniinde olusan net tam rotasyon sayisidir. Fakat,
1+G(s)H(s) fonksiyonunun orijinini (0, jO)’dan (-1, jO)’a tasimak
daha sik kullanilan bir yontemdir ve bu sekilde G(s)H(s) ¢izimini ele
alalim. Boylece, N, (-1+j0) noktas1 etrafinda, G(s)H(s) yer egrisi
tarafindan olusturulan saat yoniindeki tam rotasyon sayisi olarak
belirlenir. Boylece:

Kapali-dongii bir sistemin kararli olabilmesi icin, a¢tk dongii
frekans tepkisi G(jw)H(jw), w eksi sonsuzdan arti sonsuza
giderken, G(s)H(s)’in pozitif reel kisma sahip kutup
sayisindan az olmamak kosulu ile, (-1,j0) noktasi etrafinda
olusturulmus  saat  yonlii  bir  takim  rotasyonlar
tamimlamalidir.

s-diizleminin sag tarafinda kutup icermeyen durumlar igin
yukaridaki genelleme asagidaki sekilde sadelestirilebilir:

Kapali-dongii bir sistemin kararl olabilmesi i¢in, a¢tk dongii
frekans tepkisi G(jz)H(jz) ¢izimi, z eksi sonsuzdan arti
sonsuza giderken, (-1,j0) noktasini icermemelidir.

Yukarida anlatilanlara Ornek olarak, ag¢ik-dongili transfer
fonksiyonu K/s(zs+1) olan bir sistem diisiiniin. A¢ik-dongli sistemi
orijinde bir kutba sahip. Nyquist kontiirii, Sekil 6.18(a)’daki gibi,
orijindeki kutup etrafinda yarim dairesel bir ¢izgi seklinde. Simdi,
acik-dongii transfer fonksiyonu icin ¢izilmis Nyquist c¢izimine
caprazlanmis halini ele alalim.

1 ab yolu boyunca, 0<w<+ o olmak lizere s = jw’dir, bu sebeple:

K _K 1-jor
ot +1 @1 +1 [15]

G(jo)H(jo)= ;
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Dolayisiyla biiyiikliik asagidaki gibidir:

o

Np sonsuza giderken
3)(‘\

J/ -

d

(a) Nyquist konturu
Im{GH jev)}

w=0
w=0

(b) Nyquist gizimi
Sekil 6.18 Nyquist kontiirii ve ¢izimi

bitpiikliik =

K
\lwzrz +1 [16]

ve faz -tn'er’dir. Dolayisiyla, bu elemanm1 Nyquist ¢izimi
tizerinde diisiindiik, frekans 0 oldugu zaman biiyiikliikk K ve faz -
90°°dir. Frekans sonsuz oldugu zaman, biiyiiklik 0’dir ve faz
0°°dir.

2 ed yolu boyunca, 0< w < oo i¢in s = jw’dir. Bu nedenle, Nyquist
¢izimi lizerinde sonug, yukarida verilenin ayna goriintiistidiir.
3 bed yolu boyunca, +90° >6>-90° igin:

S = lim Re/? [17]

R—x
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Dolayistyla, bcd elemanini, Nyquist ¢izimi iizerinde
diisiindiigiimiiz zaman, asagidaki ifadeyi buluruz:
s }oew [18]

lim | ————
R—»w{ Re/®(rRe/?+1)

ve dolayisiyla, G(s)H(s) yer egrisi, sifir yarigapa sahiptir ve
-180°’den +180°’ye doner.

4 efa yolu boyunca, s degerleri, yarim dairenin yarigapt r ile,
+90°>0>-90° olmak lizere, asagidaki gibi baglantilidir:

— lim re’?
N }l_r)r(l)re [19]

dolayistyla, efa elemanin1  Nyquist ¢izimi {izerinde
diisiindiigiimiiz zaman, asagidaki ifadeyi buluruz:

lim|— & | tim| £ | = [20]
10 ref®(@el® +1) | 0| &?

ve dolayisiyla, G(s)H(s) yer egrisi, sonsuz yarigapa sahiptir ve -
90”den +90°’ye doner.

Boylece, yukaridakileri kullanarak, s-diizlemindeki bir kontiirii, bir
Nyquist ¢izimine doniistiirebiliriz.

Sonugta elde edilen Nyquist ¢izimi i¢in, (-1, jO) noktasini kusatan
bir kugatma dairesi yoktur ve sistem kararlidir. Dolayisiyla, Nyquist
cizimini c¢izerek ve (-1, jO) noktasinin kusatilip kusatilmadigini
diisiinerek, bir sistemin, s-diizleminin sol el tarafinda bir kutbu olup
olmadigini ve kararli olup olmadigini belirleyebiliriz.

Goreli kararhilik

Kazan¢ marjini ve faz marjininin kullanimi, bu iinitede, frekans
bolgesinde bir Bode c¢izimi ile tanimlandigi zaman, bir sistemin
gore(ce)li kararliligini,belirlemek i¢in anlatildi. Goreceli kararliligi
belirlemenin bir baska yolu, kazan¢ marjini ve faz marjini
kullanimiyla Nyquist ¢izimini kullanmaktir. O zaman:

1 Kazang marjini
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Kazan¢ marjini, G(jw)H(jw)'nin Nyquist ¢izimi tarafindan
olusturulan negatif reel eksen kusagi ile (-1, jO) noktasinin
birbirlerine uzakhigimi ifade etmek i¢in kullanilir. Kazang
marjini, gercek degerin, kararsiz hale gelmesi i¢in gereken
carpan miktaridir ve dB ile ifade edilir. Bdylece, eger cizim
negatif ekseni —x’te keserse (Figiir 7.19), -1 degerini vermesi i¢in
1/x ile carpilmalidir ve bu nedenle kazang marjini dB cinsinden
20 1g (1/x)’dir.

Im{GH(jw)}
Faz gegis
frekansi

C\
-1 /H—,—n-o Re{GH(j)

[

Sekil 6.19 Kazang marjini

G(jw)H(w) cizimi, (-1, jO) noktasindan gegtigi zaman, kazang
marjini 0 dB’dir, sistem kararsizlik marjini tizerindedir.
G(jw)H(jw) ¢izimi, (-1, jO) noktasmnin soluna giderse, kazang
marjini dB cinsinden negatiftir, sistem kararsiz durumdadir.
G(jw)H(jw) ¢izimi, (-1, jO) noktasnin sagina giderse, kazang
marjini dB cinsinden pozitiftir, sistem kararli durumdadir.
G(jw)H(jw) ¢izimi negatif reel eksenle kesismiyorsa, kazang
marjini dB cinsinden sonsuzdur.

Faz gecis frekansi, cizimin negatif reel eksenle kesistigi
frekanstir.

2 Faz marjini
Faz marjini, kazang-gecis frekans noktasinin, yani ¢izim
tizerinde biiytikliigiin 1 oldugu noktanin, yer egrisi tizerinde (-1,
jO) noktasindan geg¢mesi i¢in, G(jo)H(jw) ¢iziminin orijin
etrafinda ka¢ derece dondiiriilmesi gerektigini derece cinsinden
veren ag1 olarak tanimlanir (Sekil 6.20).
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Im{GH(jesl}
- ° ReH (o)
Faz
marjini
Kazang
gegis frekans!
Sekil 6.20 Faz marjini

Bir  ornek  olarak, acik-dongii  transfer  fonksiyonu
K/(s + 1)(s + 2)(s + 3) olan bir sistem diisiiniin; bu sistem bu {initede
(Nyquist ¢izimi i¢in olan Sekil 6.15’e¢ bakiniz) daha once ele
alinmistt. Acik-dongii frekans tepkisi asagidaki gibidir (denklem
[8]):

G(jo)H (jo)=

(jo+1)jo+2)jo+3) [21]

ve bu denklem de asagidaki ifadeyi verecek sekilde (denklem [11])
yeniden diizenlenebilir:
6K(1-w?)

G(jo)H (jo)=—5——7—22
(@ +)( o +4) @ +9)

oK (0? -11)
(@° +1)(@* + 4)(@* +9)

[22]

® = 11 oldugu zaman, sanal kistm 0’dir ve bu nedenle, reel
kisim —K/60’tir ve bu nokta ¢izimin reel ekseni kestigi noktadir.
Boylece eger K = 20 ise, ¢izim negatif reel ekseni -20/60 = -1/3’te
keser. Kazang bdylece, -1 noktasina ulasmak i¢in, 3 kadar arttirilmis
olur. Kazan¢ marjini dolayisiyla 20 1g 3 = 9.5 dB olur.

Biiyiikliik asagidaki gibidir (denklem [9]):

biiyiikliik = 23]

J (@° +1)(@* +4)(@* +9)
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Boylece, = 1.84 rad/s oldugu zaman, K = 20 i¢in, biiytiikliik 1’dir.
Bu frekansta, faz -135.5”dir. dolayisiyla faz marjini, 44.5°dir.

Zaman gecikmeli sistemlerin kararlihg

Acik-dongii transfer fonksiyonu G(s)H(s) olan bir sistemi ele alirsak
ve zaman kaydirma teoremini kullanarak (3.Boliimde) bir 7' zaman
gecikmesi eklersek, acik-dongii transfer fonksiyonu asagida
belirtilen forma doniisir:

G(s)H(s)e™" [24]

Agik-dongii transfer fonksiyonu icin bir Nyquist ¢izimi, ¢izersek,
zaman gecikmesinin etkisi, her bir w’deki fazorii saat yoniinde w7’
acist kadar dondiirmesidir. Biiyiikligii etkilemez.

Kontrol sistemlerinde, » sonsuza giderken, biiyiikliik genellikle
sifira yakinsar. Boylece, zaman gecikmesinin etkisi, » sonsuza
giderken, c¢izimin, orijine dogru saat yoOniinde spiral ¢izmesini
saglamaktir. Bunun bir sonucu olarak, ¢izimin reel eksenle sonsuz
say1da kesisimi vardir.

Sekil 6.21 yukarida anlatilan durumu, farkli zaman gecikmeleri
icin, asagida belirtilen formda bir agik-dongii transfer fonksiyonuna
sahip bir sistem i¢in drnekliyor:

e—Ts
s(s+1)(s+2) [25]
2 s’lik bir zaman gecikmesi ile, sistem marjinal kararlidir, daha uzun
zamanlar icin sistem kararsizdir ve daha kisa zamanlar i¢in, sistem
kararlidir.

Im{GH (jw)}
/_ -~ -~ \___.
/
.’f | ‘
/ -1 7 ,
SN RefoHia
4
i :
4s 2s Sifir zaman

Zaman gecikmeleri gecikmesi

172



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

Sekil 6.21 Zaman gecikmeli bir sistem i¢in Nyquist ¢izimi

Sabit M-yer egrileri

Birim geri beslemeli kapali-dongii bir sistem disiiniin (Sekil 6.22)
ve bu sistemin transfer fonksiyonu asagida belirtildigi gibidir:
G(s)

I(s)= 12 G(s) [26]

Siniizoidal bir girdi i¢in G(s) = G(jw)’dir ve G(jw) nin reel ve sanal
bir kismi1 oldugunu diistinebiliriz:
G(jo) = x(@)+ jy(®) [27]

Girdi Hata Cikt
Gl(s)

Sekil 6.22 Birim geri beslemeli kapali-dongii sistem

Kapali-dongii sistemin biiyiikliigii, M, dolayisiyla asagidaki gibidir:

wo| 6o | | xeiy | er g

_|1+G(ja))|_|1+x+jy|_‘/(1+x)2+y2

Denklem [28] asagidaki gibi tekrar yazilabilir:
M2(1+2x+x2 +y2)=x2 +y2
(1-M*)x* —2M*x+(1- M?)y* = M?
2 ’ M?

X7 = 2 x+y2
1- M?

T 1-M?

Kareye tamamlamak i¢in, denklemin her iki tarafina [M*/(1-M*)T?
eklersek, asagidaki ifadeyi elde ederiz:

2 2
2 2 2 2
Po2M | M| M| M
Y Y Yy =" 0
1-M 1-M 1-M 1-M
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ve bunun sonucunda agagidaki ifadeyi elde ederiz:
2 2 2 2
[xlf”sz +yz{lin2} [29]

Bu, sabit bir M degeri icin, yarigapt [M/(1-M?)|, merkezi x = M?/(1-
M?), y = 0 olan bir daire denklemidir. M = 1 igin, sonsuz yarigap
uzunlugunda bir daire vardir. M = 2 i¢in, 2/3 yaricap uzunlugunda
bir daire vardir ve merkezi (4/3, 0)’dir. M = 3 i¢in, 2/3 yarigap
uzunlugunda bir daire vardir ve merkezi (9/8, 0)’dir. M’in farkh
degerleri icin, x-eksenine, yani G(s)’in reel kismi i¢in olan eksene
simetrik olan, bir daire ailesi ¢izilebilir. Bu daire ailesi sabit-M
daireleri veya sabit-M yer egrisi olarak adlandirilir. Sekil 6.23,
daire ailesinin bazilarmi gosteriyor ve Tablo 6.1, baz1 M degerleri
icin merkez ve yarigap verilerini gosteriyor.

Tablo 6.1 M-daireleri

M Merkez Yaricap M Merkez Yaricap

0.5 0.33,0 033 1.6 -1.64,0 1.03
0.7 0.96,0 1.37 1.8 -1.46,0 0.80
1.0 o 0 2.0 -1.33,0 0.67
1.2 -3.27,0 273 3.0 -1.13,0 0.38
1.4 -2.04,0 146 4.0 -1.04,0 0.21

Im{G(s)}

PN
| ! :\\ Re{G(s)}

2 1 1
2 0.
06
16 ~—~—
07

v

1.4
Sekil 6.23 Sabit M daireleri
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Sabit M-daireleri M = 1 dogrusuna ve reel eksene simetriktir.
M = 1’in solundaki daireler, M’in birden biiyiikk oldugu degerlere,
sagindakiler 1’den kiigiik oldugu degerlere karsilik gelir.

Sabit M-yer egrileri ve Nyquist cizimleri

Eger bir sistem i¢in, sabit-M grafigi, sistemin Nyquist ¢izimi ile {ist
iste koyulursa, ¢izimin sabit-M yer egrisiyle kesisimleri, Nyquist
cizimi iizerinde belirtilen noktalarla gosterilen frekanslardaki M
degerlerini verir. Sekil 6.24, bu durumu 6rnekliyor.

Im{s)}

=00

0 ReGls)

w0

Sekil 6.24 Nyquist ¢izimi ve sabit M-yer egrisi

Sabit N-yer egrileri

Yine, birim geri beslemeli kapali-dongii sistemini diisiiniin (Sekil
6.22) ve bu sistemin transfer fonksiyonu asagida belirtildigi gibidir:

_ G(s)
TO=176 [30]

Siniizoidal bir girdi i¢in G(s) = G(jw)’dir ve G(jw) nin reel ve sanal
bir kismi1 oldugunu diistinebiliriz:
G(jo)=x(@) + jy(@) [31]

Sistemin fazi dolayisiyla G(jow) = X(w) +jy(w)’nin fazi eksi
[1 + GGw)] = [1 + x(w) Hjy(w)]’nin fazidir ve dolayisiyla asagidaki
gibidir:
=tan”!| & |- tan"| 22—
fuz=t [y] ant( 2] [32]

I+x
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Boylece:
tang=——— [33]

X +x+y

Eger N=tan @ olursa, denklem [33] asagidaki gibi yazilabilir:

2 2 Yy
X +x+y ' ——=0
Y N

Denklemin her iki tarafina (1/4 + 1/4N?) eklersek, asagidaki ifadeyi

elde ederiz.
1
4N?

1 1
x2+x+z+y2—1+

N  4N?

1
=—+
4

sl e B

N’nin sabit bir degeri i¢in, denklem, merkezi (-1/2, 1/2N) ve yarigap1
asagida belirtildigi gibi olan bir dairedir:

yarigap = %+#=‘f% [35]

N’nin farkli degerleri icin bir daire ailesi olusturulabilir, bu tip
daireler, sabit-N daireleri veya sabit-N yer egrisi olarak tanimlanir.
ornek olarak, @ = 30° i¢in, N = tan @ = 0.577’dir ve bu (-0.5, 0.866)
merkezli daire, [(0.333+1)/4x0333)] = 1.000 yarigapina sahiptir. & = 0°

icin, N = tan @ = 0’dir ve bu (-0.5, o) merkezli daire sonsuz bir
yarigapa sahiptir.

Tablo 6.2, farkli N degerleri i¢in, bazi daire yarigap ve merkez
degerlerini gosteriyor ve dolayistyla faz @1 gosteriyor ve Sekil 6.25
daire ailesinin bazilarin1 gdsteriyor.

Tablo 7.2 Sabit N-daireleri

%) N Merkez Yaricap

-90° -00 -05, 0 0.500
-60° -1.732 -0.5, -0.2890.577
-45° -1.000 -0.5, -0.500 0.707
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-30° -0.577 -0.5, -0.866 1.000
-15° -0.268 -0.5, -1.866 1.931
0° 0 -0.5, o 0
+15° +0.268 -0.5, +1.866 1.931
+30° +0.577 -0.5, +0.866 1.000
+45° +1.000 -0.5, +0.500 0.707
+60° +1.730 -0.5, +0.289 0.577
+90° +00 -05, O 0.500

Im{Glio)}

0 Re{ Gj )

™~
1\
)
A

»——-/

05
Sekil 6.25 Sabit N daireleri

Nichols grafikleri

Nichols grafigi, biiyiikliigiin faza kars1 desibel cinsinden ¢izimidir.
Yine, birim geri beslemeli kapali-dongii sistemini diisiiniin (Figiir
7.22) ve bu sistemin transfer fonksiyonu asagida belirtildigi gibidir:

__ G
T@s)= 1+ G(s) [36]

Siniizoidal bir girdi i¢in G(s) = G(jw)’dir ve @ w’ye bagiml bir agik-
dongii faz1 fonksiyonu olmak iizere, G(jw) nin reel ve sanal bir kisnu
oldugunu diisiinebiliriz:

G(jo) = G(w)(cosd + jsing) [37]

177



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

Biiyiikliik M dolayisiyla agagidaki gibidir:
~ G
\/(1 + Gcos¢)2 +G?sin? ¢
G

R —— 38
V1+2G cos g + G> [38]

Bunun sonucunda:
M?+G*(M?-1)
2M*G

M

cosgp=—

[39]

Sekil 6.26, M-kontiirlerinin faza bagli fonksiyonlar seklinde ¢izildigi
bu tip bir grafik gosteriyor.

Benzer bicimde, N-kontiirlerinin faza bagli fonksiyonlar seklinde
cizildigi bir grafik gosterebiliriz. Denklem [36]’da verilen sistem
icin, kapali-dongii faz1 asagida verildigi gibidir:

faz=G(jw)' nin fazi- [1+G(jw)] nin faz
_1f Gsing
=¢g—-tan | ——
¢ (1+ Gsin ¢ [40]

Sekil 6.27, M- ve N-kontiirleriyle birlikte cizilen bir grafik
gosteriyor.

3 % &

dB cinsinden biyiklik

1 1 1

20 1 L 1 1 L
-360° =2ir -180° -9 r
Agik dongil fazi

Sekil 6.26 Sabit M-yer egrisiyle Nichols grafigi
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S0  Faz marjini
= Tepe ;
=y blylkiok
3 oran_ " >
E0E. M, \
= L i
g0t o
Y g\ Kazang gegis frekansi
Kazang A\ Tepe frekans)
=20 marjini -\ Bant genigligi
=30 Faz gegis frekans!
1 1 1 L 1 1

T

40
-360° =270° -180° ar i
Acik diingl fazi

Sekil 6.27 M- ve N-kontiirleriyle Nichols grafigi

Nichol grafikleri, M- ve N-kontiirleriyle birlikte, 6zel hazirlanmis
grafik kagitlarinda bulunur veya MATLAB gibi uygun bir yazilim
kullanilarak olusturur. Ac¢ik-dongii biiyiikliik ve faz yer egrisini
cizerek, sistemin kapali-dongli frekans tepkisi karakteristikleri
kontiirlerden belirlenebilir. Sekil 6.28, bu kavrami 6rneklendiriyor.

=

= +30

:

S 490

=

=t

S+10 :

£ !

= 0 F .

= A

T S i U
'—225' -130" "'1350 H
S I S S T W SN |

-360° =270 -180° -90° 0
Acik doingil fazi

Sekil 6.28 Nichols grafigiyle performans kriterinin belirlenmesi
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7. Kok yer egrisi TEKNIGI

Kok yer egrileri

Bir sistemin transfer fonksiyonunun kutuplari, paydanin koékleridir
ve o sistemin bir girdiye kars1 gecici tepkisini belirler. Eger transfer
fonksiyonundaki bir parametre degistiriliyorsa, bu kutuplarin
konumlarina etki edebilir ve dolayisiyla sistemin tepkisine etki eder.
Kutuplarin s-diizleminde hareket ettirilmesi, yani koklerin, her bir
kok i¢in yer egrisi ¢izilerek gosterilebilir, yani parametre degistikge
konumunun nasil degistigini gosteren bir ¢izim.

Basit bir oOrnek olarak, Sekil 7.1’de gosterilen birim geri
beslemeli sistemi diisliniin. Kapali-dongii sistem, asagidaki gibi bir
transfer fonksiyonuna sahiptir:

K/(s+1) _ K [1]

T(s)=
I+K/(s+1) s+(1+K)

ve bu nedenle s = -(1 + K)’da tek bir kutba sahiptir. K = 0 oldugu
zaman kutup s = -1’dedir ve K artarsa, s bu nedenle daha fazla
negatif olur. K = o oldugu zaman s = oo olur. Kapali-dongii
kutbunun konumunun s’e bagli nasil degistigini gdsteren ¢izgi kok
yer egrisidir ve Sekil 7.2°de gosterilmektedir. Eger bu dongiiyii
acarsak, geri besleme olmayacaktir, agik-dongii transfer fonksiyonu
da asagidaki gibi olacaktir:
T,(s)=—— 2]

s+1

ve acgik-dongii sistem s = -1’de bir kutba sahiptir. Dolayisiyla, bu
ornekte, s = -1°deki kutup ac¢ik-dongii kutbu olarak tanimlanir. Acik-
dongii kutbu kok yer egrisinin bagladigi yerde bulunan kutuptur.
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X(s) Y (s)

=
l
@
v

Sekil 7.1 Birim geri beslemeli sistem

Im
Kok yer egrisi
-
o~ 0 Re
Artan K

Sekil 7.2 Kok yer egrisi

Daha ileri bir 6rnek igin, Sekil 7.3’teki birim geri beslemeli
dongli sistemini diislinlin. Bu sistemin agik-dongili transfer
fonksiyonu asagida belirtildigi gibidir:

K
L= s(s+1) [3]

ve dolayistyla agik-dongii kutuplar1 s = 0 ve s = -1’dir. Bu sistemin,
kapali-dongii transfer fonksiyonu da agagidaki gibidir:

K/s(s+1) K

T = K soaD sk 4

Kokler, dolayisiyla, asagida verildigi gibidir:

T ir 5]
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K = 0 oldugu zaman, kokler s = -1/+17 = 0 veya -1’dir. K = 1}
oldugu zaman, kokler reeldir ve her ikisi de s = -1/ dedir. K =

¥, ’den bliylik oldugu zaman, kokler reel kisimlar1 -1/ ve sanal
kisimlart k- }}) olan kompleks esleniklerdir. K, !/ iin lizerinde

arttik¢a, sanal kisimlar artar. Kok yer egrisi, s = 0’da ve s = -1’deki
iki agik-dongl kutbunda baglayan iki dala sahiptir. K 0’dan !/ ’e

dogru arttikga, kokler zit yonlerden, ( !4, 0) noktasina dogru hareket
eder. iki kok egrisi, K = Y, i¢in, s = - 1/°de kargilagir. Eger K daha

da arttirilirsa, kokler reel eksenden ayrilir ve kompleks eslenik
haline gelirler ve reel kisimlari -}/ ’de sabit kaldigindan, kokler - 1/

boyunca dikey cizgide hareket ederler. Figiir 7.4, bu durumun kok
yer egrisini gosteriyor.

Y

X(s) % ] y(s)
K s(s+1)

Sekil 7.3 Birim geri beslemeli sistem

Im
Sl
210 5 T Re

Sekil 7.4 Kok yer egrisi
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Kok yer egrilerinin temel ozellikleri

Birim geri besleme olmayan, ileri dongii transfer fonksiyonu KG(s)
olan ve geri besleme yolu transfer fonksiyonu H(s) olan kapali-
dongii bir kontrol sistemini diisiiniin. Sistemin transfer fonksiyonu
asagida verildigi gibidir:

B KG(s)
T = ke H®) [6]

Kokler, dolayisiyla, asagidaki denklem kullanilarak bulunur:
1+ KG(s)H(s)=0 [7]

Acik-dongii transfer fonksiyonu, bir kazang parametresi K igerir.
Bunun sonucunda:
KG(s)H(s) =1 [8]

s kompleks bir degisken oldugundan, s’in 6zel bir degeri igin,
G(s)H(s) x + jy formunda bir kompleks say1 olacaktir. Denklem [8]’i
saglamak i¢in, reel elemanlar i¢in bir esitlik ve sanal elemanlar i¢in
bir esitlik olmas1 gerekmektedir. Dolayisiyla, reel elemanlar igin x =
1/K’dir ve sanal eleman y = 0’dir. Boylece, k bir tam say1 olmak

tizere, k=0, 1, 2,..., blytklik y*+y? ’dir ve faz tan™ (y/x)’tir:

1
|G(s)H (s)| = e [9]

(G(s)H(s) =2k + )z [10]

Boylece, acilar K > 0 i¢in, ’nin veya 180°’nin tek katlar1 olmalidir.
G(s)H(s) asagidaki gibi ifade edilebilir:

(s+2)(5+23)(S+2p)

G(s)H(s) =
($)H (s) (s+ p)(s+py).(s+p,)

[11]

Sifirlar, z, z,..., z, ve kutuplar p;, ps,..., p, reel veya sanaldir.
Boylece G(s)H(s)’ nin agis1 asagidaki gibi olur:
[(s+2)+{(s +22) +... + (5 + 2]
-[((s+p)+{(5+ py)+...+{(s + pp)]
=+Q2k+ )z [12]
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ve bu nedenle:

Bir yer egrisi iizerinde, bazi s degerleri icin, G(s)H(s) nin
stfirlarindan  ¢izilen vektérlerin  agilarimin  toplami ile
kutuplarindan  ¢izilen  vektorlerin  agilarimin  toplami
arasindaki fark, 180°’nin tek kati olmalidir.

Denklem [9] ve denklem [11] biiyiikliik i¢in asagidaki ifadeyi verir:

eIy, (% [ Akt Cako) S GRS BN S Y
|(s + P )"(S + Pz)l....l(s + pn)l K

ve dolayisiyla:

Bir yer egrisi iizerinde, bazi s degerleri i¢in, sifirlardan
cizilen vektorlerin biiyiikliiklerinin ¢carpimumin, kutuplardan
cizilen vektorlerin biiyiikliiklerinin ¢arpimina oram 1/K
olmalidir.

Ornek olarak, acik-déngii transfer fonksiyonu K(s + 1)/s(s + 2) olan
bir sistem diisliniin. Sistemin s = -1’de bir a¢ik-dongii sifir1 ve s =0
ve s = -2’de acik-dongii kutuplari vardir. Sekil 7.5, bunlarin, s-
diizleminde ¢izilmis konumunu gdsteriyor. Simdi bir P noktasini ve
bunun kok yer egrisi ilizerinde yer almasit kosulunu disiiniin.
Vektorler, sifirdan ve kutuplardan P’ye cizilir. P’nin kok yer egrisi
iizerinde olmasi i¢in, denklem [12] uygulanmalidir ve bu nedenle
asagidaki ifade saglanmalidir:

B —(a, +a,) =7’ nin tek katlar [14]

Ayni zamanda, denklem [13] saglanmali ve bu nedenle asagidaki
ifadeyi elde etmeliyiz:

b _

1
ac K [15]
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P Im

fo "
-1

0 Re

Sekil 7.5 K(s+1)/s(s+2) i¢in kutup ve sifirlar

Daha ileri bir ornek icin, acik-dongii transfer fonksiyonu
K(s + 1)/(s* + 2 s + 5) olan bir sistem diisiiniin. Sistemin s = -1’de
bir agik-dongii sifir1 ve s = -1 + j2’de acik-dongii eslenik kutup ¢ifti
vardir. Sekil 7.6, bunlarin, s-diizleminde ¢izilmis halini gosteriyor. P
noktasinin kok yer egrisi lizerinde yer almasi i¢in, denklem [12]
saglanmalidir:

P —(a; +a,) =7’ nin tek katlar: [16]

ve ayn1 zamanda denklem [13] saglanmalidir:
LARE [17]

Sekil 7.6 K(s+1)/(s*+2s+2) icin kutup ve sifirlar
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Kok yer egrilerini olusturmak icin kurallar

Bir kok yer egrisini olusturmanin temel kosullari, denklem [12] ve
[13] uygulamasidir. Dolayisiyla, bir kok yer egrisi iizerindeki
noktalarin, konum belirlemek i¢in, hangisinin ag¢1 denklemini
sagladigini ve hangisinin biiylikliik denklemini sagladigint deneme-
yanilma yoluyla belirleyebiliriz. Bu tip bir deneme-yanilma
prosediiriiniin sikiciligin1 azaltmak i¢in, daha hizli bir yakinsama
elde edebilmeyi olanakli kilan kurallar gelistirilmistir.

1

2

K = 0 noktalar

Denklem [9], G(s)H(s) = 1/K ifadesini verir ve dolayistyla K =0
noktalari, agik-dongii transfer fonksiyonunun kutuplaridir. Kok
yer egrisi, bu tip noktalardan baglar. »n tane kutup varsa, bu tip n
tane nokta vardir.

K = oo noktalart

Denklem [9], G(s)H(s) = 1/K ifadesini verir ve dolayisiyla K =
oo noktalari, agik-dongii transfer fonksiyonunun sifirlaridir. Kok
yer egrisi, bu tip noktalarda sona erer. Eger kutup sayisi, sifir
sayisindan daha fazla ise, ve bunun sonucu ¢ogunlugu kok yer
egrisinin baslangi¢ noktasi ise, m tane kutup m tane sifirda sona
erer ve kalan (n-m) tane kutup da, sonsuzda sona eren yer
egrileri verir.

Tamamlanmus kok yer egrisindeki dallarin sayisi

Kok yer egrisinin dallarinin  sayisi, agik-dongii  transfer
fonksiyonunun karakteristik denkleminin derecesine, n’e esittir.
Her bir kok, K o’dan «’a degisirken bir kok yer egrisi izler.
Ornek olarak, agik-déngii transfer fonksiyonu s° + 2s° + 25 + K
olan bir sistem i¢in, 3 kok olacaktir ve bu nedenle 3 dal
olacaktir.

Simetri

Tamamlanmis kok yer egrisi s-diizleminin reel eksenine gore
simetriktir. Bunun nedeni, koklerin reel olma zorunlulugudur ve
bu nedenle eksen iizerinde veya ayni reel elemana sahip eksi
veya arti ayni degerde sanal elemana sahip olan kompleks
eslenik ciftleri olmalar1 zorunlulugudur.
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5

6

Kok yer egrilerinin asimptotlar
Sonsuzda biten yer egrileri, pozitif reel eksenle asagidaki gibi, n
# m ve k= |n-m| - 1 olmak lizere, agisal asimptotlara yonelen yer
egrileri olusturur:

4 3z S QCk+)7 [1 8]

.....

s 5
n—m n—m Rn—m n—m

Asimptotlarin kesigimi

Asimptotlar, reel eksen iizerinde bir noktada kesisirler ve bazen
¢cekim merkezi veya kiitle merkezi olarak adlandirilirlar ve bu
kavram, asagidaki gibi ifade edilir:

(PPt p) =2 +5 et 2) [19]
n—m

Kutup ve sifirlar, ya reel ya da kompleks eslenik ciftleri
oldugundan, denklem [19]’un payinda yer alan sanal kisimlar,
her zaman birbirlerini sadelestirecektir ve boylece, kutuplarin ve
sifirlarin toplamlar1 sadece kutup ve sifirlarin reel kisimlarin
toplamlari olarak diistiniiliir.

Madde 6 ve 7’ye bir Ornek olarak, acik-dongii transfer
fonksiyonu K/(s + 1)(s* + 10s + 16) olan bir sistemi diisiiniin. Bu
sistemin sifir1 yoktur ve s = -1’de ve -5 + j3’te kutuplara sahiptir.
n - m = 3’tiir. Asimptotlar, pozitif reel eksenle p/3, 3p/3 ve 5p/3,
yani 60° 180° ve 300° agilarim1 olusturacaktir. Reel eksenle
kesisimler [(-1 - 5 - 5) — (0)]/3 = -3.7°de olacaktir. Figiir 8.7, kok
yer egrisinin formunu gostermektedir.

Im
."I‘I B 3
| 2

/’\\5"“ B
\Ja 2

L,
)/\ - -3

|

K

Sekil 7.7 Asimptotlar
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7  Reel eksen iizerindeki kok yer egrisi
Eger agik-dongii transfer fonksiyonu, bir veya daha fazla reel
kutup veya sifira sahipse, saginda yer alan reel kutuplarin ve
sifirlarin sayisinin toplami tek olan reel eksen araligi, bir kok yer
egrisi tarafindan doldurulacaktir. Kompleks kutup ve sifirlar kok
yer egrisinin reel eksen iizerindeki diizenini etkilemezler.

Bu, reel ecksen {izerinde bir P noktasmma ag¢1 kosulu
uygulanarak saglanabilir (Sekil 7.8). Noktanin saginda yer alan
sifir ve kutuplarin her biri 180° a¢1 olustururlar ve solunda
kalanlar 0° a¢1 olustururlar. A¢t kosulunun (denklem [12])
saglamasinin yapilmasi ve asagidaki denklem igin:

(s +z)+{(s+zp)+...+{(s + 2,,)]
s+ p)+{(s+p2)+.. (5 + py)]
=2k + 1)z

noktanin saginda kalan reel kutup ve sifirlarin toplami tek bir
say1 olmalidir ve bu nedenle o radyan olusturmalidir.

Im
P Re

Sekil 7.8 Reel eksen iizerindeki bir nokta icin aci diizenlemeleri

8 Kalkis agilart ve kok yer egrisinin kompleks kutup ve sifirlara
varmasi
Kalkis agis1 veya varma, kok egrisi, bir kutup veya sifirdan
ayrilirken veya kutup veya sifira varirken, kutup ve sifirin kok
egrisine olan tanjantinin agisimi belirtir. Bu ag1, ac1 kosulu
kullanim1 yoluyla (denklem [12]):
[((s+z) +{(s+25) +...+{(s + 2,,)]
-+ p)+{(s+ po) (s + py)]
=xk+ )z

ve s’in ele alman kutup veya sifira ¢ok yakin kok yer egrisi
iizerinde bir nokta oldugu varsayilarak bulunabilir. Bir 6rnek
olarak, a¢ik-dongii transfer fonksiyonu K/(s + 1)(s* + 10s + 16)
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olan bir sistem diisliniin. Bu sistemin sifir1 yoktur ve s = -1’de ve
s = -5 £ j3’te iki kutba sahiptir. Dolayisiyla, kutuplara dogru olan
¢ ai, az, a; agis1 i¢in asagidaki denklemi yazabiliriz (Sekil 7.9):

—la, +a, +a;y]=+x'nintek katlar:  [20]

-5 + j3 kutbuna en yakin noktay1 diisiiniin, o halde, a; = 180° -
tan” (3/4) = 143°dir ve a3 = 90°dir. Dolayistyla:

Sekil 7.9 Ayrilma agist

9

(143° +a, +90°1= +180'in tek katr ~ [21]

Boylece, a; = 540° - 233° = 307”dir ve bu nedenle, bu ac1, kdk
yer egrisinin kokten kalkis agisidir. Sekil 7.9 tamamlanmis kok
yer egrisini gosteriyor.

Kok yer egrisinin sanal eksenle kesigimi

Kok yer egrisinin sanal eksenle kesigimi, sanal karakteristik
koklerinin olma kosulunu saglayan K degerlerini hesaplama
yoluyla belirlenir. Bu, Routh-Hurwitz kriteri kullanilarak
yapilabilir (Bolim 4’e bakiniz). Bir ornek olarak, agik-dongii
transfer fonksiyonu K/s(s + 4)(s* + 4s + 20) olan bir sistem
diistinlin. Kapali-dongii sistem, asagidaki transfer fonksiyonuna
sahip olacaktir:

Ks(s +4)(s> +4s +20) [22]
1+ K /(s +4)(s? + 45 +20)
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10

ve dolayisiyla karakteristik denklem agagida belirtildigi gibidir:
s(s+4)(s> +45+20)+ K =0
s*+85> +3652 +80s+ K =0 [23]

Routh tablosu dolayisiyla asagidaki gibidir:

Satir 0: sT 1 26 K
Satir 1:s1 8 80

Satir 2: sT 26 K

Satir 3: s| (2080-8K)/26

Satir4:s° K

Bdylece, biitlin koklerin s-diizleminin sol yarisinda kalmasi igin,
asagidaki ifadelerin saglanmasi gerekir:

K>0; 208‘;;8" >0 [24]

K’nin, koklerin konumunun sanal eksen iizerinde olmasina
karsilik gelen kritik degeri, dolayisiyla 8K = 2080 icindir ve
nedenle K = 260 icindir. Bu K degerini veren s degerini, K’y1
karakteristik denkleme koyarak bulabiliriz. Buna ragmen, daha
basit bir metot, K’yi, ikinci satir tarafindan olusturulan
katsayilardan olusturulmus denklemde yerine koymaktir:

26> +K =0
Bunun sonucunda s=+j410 ’dir.
Kopma noktalar
Kopma noktas: terimi, iki veya daha fazla yer egrisinin bir

noktada karsilasarak ve daha sonra o noktadan ayri yollara
ayrilarak devam etmesi i¢in kullanilir (Sekil 7.10).
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N
P

X

(@

(b)
Sekil 7.10 Kirilma noktalar: 6rnekleri

Sekil 7.10(a)’da, kok yer egrisinin iki dali reel eksen tlizerindeki
kopma noktasinda karsilasiyorlar ve daha sonra zit yonlerde
eksenden ayriliyorlar. Figiir 7.10(b)’de, iki kompleks eslenik kok
yer egrisi reel eksen {izerindeki kopma noktasinda karsilasiyorlar
ve zit yonlerde ayriliyorlar. Kopma noktalari, kdk yer egrisi
iizerinde ¢oklu koklerin bulundugu noktalardir. Ornek olarak,
Figlir 7.10(a), K degerine o noktaya karsilik gelen deger
atanmasi, karakteristik denklemin ¢ift bir kokiine karsilik gelir.
Coklu kokler, dK/ds = 0 denklemini saglayan s degerlerinde
meydana gelirler.

Bu kosul, biitiin kopma noktalarinin denklemi saglamak zorunda
olmasi1 fakat biitiin ¢oziimlerin kopma noktast olmamasindan
dolayi, gerekli ve fakat yeterli olmayan bir kosuldur.

Bir 6rnek olarak, agik-dongii transfer fonksiyonu K/s(s + 1)
ve bunun sonucunda bu sistemin kapali-dongii transfer
fonksiyonu K/(s> + s + K) olan bir sistem diisiiniin. Karakteristik
denklem dolayisiyla, s* + s + K = 0’dir. Bunun sonucunda, dK/ds
= -2s — 1’tir ve bu nedenle dK/ds = 0 oldugu zaman, s = -1/ de

bir kopma noktasi vardir.
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11 Dallarin kopma noktasina varig veya ayrilis agisi
Kok yer egrisinin bir kopma noktasina varig veya ayrilig agist
ilgili noktadaki yer egrilerinin sayisina baghdir. Genelde,
kopma noktasina, n tane varan veya ayrilan kok yer egrilerinin

arasinda 180/n derece ag1 vardir.

Kok yer egrileri ornekleri

Sekil 7.11 ile Sekil 7.21 arasindaki figiirler, yaygin olarak
karsilasilan agik-dongii transfer fonksiyonlarina sahip sistemler i¢in

kok yer egrisi orneklerini gosteriyor.

Sekil 7.11 A¢ik-dongii transfer fonksiyonu K/(s+p) olan bir sistem

icin kok yer egrisi

G

>

Esdederi

Figiir 7.12 Ac¢ik-dongii transfer fonksiyonu K/(s+p;)(s+p;) olan bir

sistemin, p,>p; icin, kok yer egrisi
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Sekil 7.13 Acik-dongii transfer fonksiyonu K(s+z;)/(s+pi)(s+p2)
olan bir sistemin, p;>z;>p; i¢in, kok yer egrisi

- 0 Re
Py

Sekil 7.14 Acik-dongii transfer fonksiyonu K(s+z;)/(s+pi)(s+p2)
olan bir sistemin, z;>p,>p; i¢in, kok yer egrisi

P—

Sekil 7.15 Ac¢ik-dongii transfer fonksiyonu K/(s+pi)(s+p2)(s+p3)
olan bir sistemin, p;>p,>p; i¢in, kok yer egrisi
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atijb

Z4

BANR
.,

a-jb
Sekil 7.16 A¢ik-dongii transfer fonksiyonu K(s+z;)/(s+a+jb)(s+a-jb)
olan bir sistemin, a>z; i¢in, kék yer egrisi

a-ib
Sekil 7.17 A¢ik-dongii transfer fonksiyonu K(s+z;)/(s+a+jb)(s+a-jb)
olan bir sistemin, z;>a i¢in, kok yer egrisi

X 0 Re

P, a-',b

b

Sekil 7.18 Acik-dongii transfer fonksiyonu K/s+p;)(s+a+jb)(s+a-
jb) olan bir sistemin, p;>a i¢in, kok yer egrisi
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im
a+jb Lr//
< X 0 Re

Py

Sekil 7.19 Ac¢ik-dongii transfer fonksiyonu K/(s+p;)(s+a+jb)(s+a-
jb) olan bir sistemin, a>p; igin, kok -yer egrisi

0 Re

Sekil 7.20 Acgik-dongii  transfer  fonksiyonu  K(stz;) /
(stp1)(sta+jb)(s+a-jb) olan bir sistemin, p;>z;>p,>p; i¢in, kok-
ver egrisi
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Figiir 8.21 Ag:zk—d(')'ﬁgii transfer fonksiyonu
K/(s+p1)(s+p2)(s+p3)(s+py) olan bir sistemin, ps>p3>po>p; igin, kok
ver egrisi

Zaman gecikmesi

Bir girdi sinyali degisiminde, bir T zaman gecikmesi ve bu
gecikmenin ¢ikt1 iizerindeki etkileri olan, kapali-dongii bir sistem
diistinelim. s-bolgesinde, bu sistemi e geklinde ifade edebiliriz.
Dolayistyla eger bu tip bir sistemin toplam ac¢ik-dongili transfer
fonksiyonu, KG(s)H(s)e™ seklinde yazilabiliyorsa, kapali-dongii
transfer fonksiyonu, asagida belirtilen formda bir karakteristik
denkleme sahiptir:

1+ KG(s)H(s)e ™ =0 [25]

s reel ve sanal birer boliim igerdiginden dolay1, eger s = o + jw ise,
denklem [25]’1 asagidaki gibi yazabiliriz:

1+ KG(s)H (s)e T 7T = [26]

Biiyiikliik kosulu dolayisiyla, asagidaki gibi olur:
efoT
Gt (s)| = [27]

ve ag1 kosulu, K =0, -1, -2 v.s. olmak iizere, asagidaki gibi olur:
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(KG(s)H(s)e /T 1= 2k + )z [28]

Boylece, zaman gecikmesinin etkisi, asagidaki agiy1 verecek
bigimdedir:

(KG(s)H (s)]= 2k + )z + @T [29]

e'“, s’in  kuvvetleri kullanilarak sonsuz bir seri olarak
yazilabileceginden, karakteristik denklem [25] kok yer egrisi
ciziminde sonsuz sayida dal tanimlar. Ornek olarak, Sekil 7.22, agik-
dongii transfer fonksiyonu K/s(s + 2) ve zaman gecikmesi 3 olan bir
sistem i¢in kok yer egrisini gosteriyor, yani bu sistemin toplam agik-
déngii transfer fonksiyonu K e /s(s + 2) olur. Bu sistem icin,
kapali-dongii i¢in karakteristik denklemi asagidaki gibidir:

s(s+2)+ Ke3' =0
K =0 i¢in bir kosul s = 0 ve s = -2’dir. K ayn1 zamanda, -3s = o i¢in
de sifirdir. s = 0 + jw oldugundan, o = o oldugu zaman i¢in ve 3,
rm’nin tek katlar1 oldugu zaman, yani o = #m/3, +m, £ /3, v.s.
oldugu zaman, -3s, co’dur. Sifirlar K e = 0 kullanilarak bulunur ve
bu tisteli bir kuvvet serisi yoluyla genisletebilecegimizden:

e =1-35+952/2-275> /3H+...

bu denklemde sonsuz sayida sifir vardir.

Sekil 7.22 Zaman gecikmeli bir sistem icin kok yer egrisi
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Kok yer egrilerini kullanarak ¢oziimleme

Kok yer egrisi analizinin 6nemli bir kullanimi, sifir ve/veya
kutuplarin eklendiginde veya hareket ettirildiginde kok yer egrisinin
nasil degistigini belirlemektir.

Kutup ve sifir eklemenin etkileri

Genelde, acik-dongii transfer fonksiyonuna s-diizleminin sol
yarisinda bulunan bir kutup eklemenin, kok yer egrisini s-
diizleminin sag tarafina dogru hareket ettirme ve egme etkisi vardir.
Bir ornek olarak, agik dongii transfer fonksiyonu K/s(s + a)’y1
diigtinlin. Bu denklem, s = 0°da ve s = -a’da ag¢ik-dongii kutuplarina
sahiptir. Kok yer egrileri Sekil 7.23’te gosterildigi gibidir. Simdi, b,
a’dan biiylik olmak iizere, s = -b’de bir kutup eklemenin etkilerini
diisiiniin. Bu, asimptotlart £90°°den, +60°’ye ve reel eksenle olan
kesisimi —a/2’den (-a + b)/2’ye degistirme etkisine sahiptir,
dolayistyla Sekil 7.24’te gosterilen kok yer egrisini verir.

Figiir 7.23 Ac¢ik dongii transfer fonksiyonu K/s(s+a)

[

S

-5 -a 0 Re

.

Sekil 7.24 s = -b’de eklenen kutup
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Sekil 7.23’te verilen sistem her zaman kararli iken, K nin hig¢ bir
degeri, s-diizleminin sol tarafinda bir kok elde etmemizi saglamaz;
ekstra kutup sistemin (Sekil 7.24), simdi kararsiz hale gelmistir.

Acik-dongii transfer fonksiyonuna s-diizlemin sol tarafinda yer
alan bir sifir eklememizin etkisi, kok yer egrisini s-diizleminin sol
tarafina dogru hareket ettirmek veya egmek etkisine sahiptir. Ornek
olarak, ac¢ik dongii transfer fonksiyonu K/s(s + a)’y1 ele alirsak,
Sekil 7.23’te gosterilen kok yer egrisini verir. Eger K(s + b)/s(s +
a)’y1 verecek sekilde, b biiyliktiir a olmak tizere, bir sifir eklersek,
Sekil 7.24°te gosterilen kok yer egrisini elde ederiz.

Sekil 7.25 Bir sifir eklemenin etkileri

Kok duyarhhg:

K degisirken, bir kék konumunun duyarliligi, k6k duyarhiligi olarak
adlandirilir ve s’deki kesirli degisimin, bu degisime sebep olan
K’daki kesirli degisime orani olarak tanimlanir, yani:

ds/s K ds
duyarlilik - K Sk [30]

Bir kopma noktasinda, dK/ds = 0’dir ve bu nedenle, duyarlilik
sonsuzdur. Ideal olarak bir kontrol sisteminin kazan¢ K’daki kiiciik
degisimlere karst duyarsiz olmast gerektiginden, bu sonug
problemler yaratir. Boylece, kopma noktas1 veren K degerlerinden
kacinilmalidir.
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Kok egrisi ve zaman diizlemi arasindaki iligki

Asagida belirtildigi gibi, ikinci-derece bir kapali-dongii transfer
fonksiyonuna sahip bir sistem diisiiniin:

0)2

; [31]

T(s)=——0 1
® s +24w,s +

Karakteristik denklemin koklerini, s = o+jo seklinde yazabiliriz ve
bu nedenle asagidaki ifadeyi elde etmeliyiz:

s2+2§‘a)ns+wf =(s+o+ jo)(s+0 - jw)

=s’+205+0° + @’

ve boylece:

a),% =0’ + o’ [32]
ve:

¢w, =0 [33]

Fakat eger sistem i¢in, kok yer egrisi ¢izimi iizerinde bazi noktalar1
ele alirsak (Sekil 7.26), denklem [32], licgene uygulanan Pisagor
teoreminin w,’1, orijinden noktaya c¢izilen vektoriin uzunlugu olarak
verdigini belirtir ve denklem [33], { = o/w, = cos 6 ’y1 verir ve bu
nedenle sadece negatif reel eksenle vektor arasindaki aginin
kosiniistidiir.
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Sekil 7.26 Kompleks kutup

Acik-dongii transfer fonksiyonu K/s(s + 5) olan bir sistem
diisiiniin. Bu sistemin kapali-dongii transfer fonksiyonu 7(s)
dolayistyla asagidaki gibidir:

_ K/s(s+5) K
T(s)’1+K/s(s+5>’s2+ss+K [34]

Bu ikinci-derece bir sistemdir ve bu sistemin denklemi asagidaki
gibi yazilabilir.

mz

- [35]

T(s)=—
® s* +24w,s + o)
Dolayistyla asagidaki ifadeyi elde etmemiz gerekir:

2w, =5 ve o} =K [36]

Diyelim ki, maksimum yiikselme miktarmin % 10 olmasi
isteniyor. Maksimum yiikselme miktari, asagidaki denklemde(
denklem [34], linite 5) verildigi gibidir:

yiikselme miktari = y exp[ —om J [3 7]

J1-¢2

T 1n0.10

[
(3]

-t =-23+23¢7

ve bu nedenle, gereken soOniimleme faktori ¢ 0.4’ten biiyik
olmalidir. Bu tip bir soniimleme faktorii elde etmek icin, denklem
[36], wn = 6.25 ve bu nedenle K = 39 olmasi gerektigini belirtir.

Sistem icin kok yer egrisi Sekil 7.27°de gosterilmistir ve
dolayistyla K’nin bu degerini veren kokler kompleks olacagindan
dolay1, bu kokler -2.5+jw’dir. denklem [32]’yi kullamirsak, o* = 2.5°
+6.25%dir ve bu nedenle = 6.73 rad/s’dir. = cos 6 oldugundan,
6 = 66°dir.
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Sekil 7.27 B kok yer egrileri ¢izimi
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8. Kontol sistem dizayni

Kompansatorler ve kontrolorler birimleri

Kompanzasyon terimi, bir sistemin performans karakteristiklerini,
gerekli karakteristikleri verecek sekilde modifikasyon veya
kompanzasyon etmek i¢in kullanilir. Kompansatorler, bir kontrol
sistemine, kapali-dongili performanslarin1 degistirmek i¢in eklenen
elemanlardir. Bunlar, bir kontrol sisteminde herhangi bir yere
eklenebilirler. Kontrolorler, bir hata sinyali girdisi alan ve sistem
ciktistn1  degistirmek i¢in bir ¢ikti veren elemanlardir. Bunlar,
dolayistyla, bir kontrol devresinde Ozel bir noktada kullanilirlar.
Dizayn anlaminda bakacak olursak, kompansatorler ve kontrolorler
arasinda gercek bir fark yoktur; bu iki, terim donanimda farkliliklar
yansitirlar. Geleneksel olarak, bir kontrolor, orantili kazang, integral
ve tirev etkisi gibi bir dizi kontrol modlari sunan, tek bagina
bulunan bir elemandir ve bir toplama eleman: igerir.

Basit bir kontrol sistemi, Sekil 8.1’de gosterilen formdadir. Cikti
degiskeninden birim geri besleme, bir hata sinyali verecek bigimde
set degeri ile karsilastirilarak bir sinyal elde edilir ve bu hata sinyali,
K kazancma sahip bir yiikselteg/amplifikator  yardimiyla
yiikseltilerek elde edilen sinyal tesise verilir ve bu nedenle ¢ikti
degiskeni degistirilmis olur. Yiikselte¢, hata sinyalini, tesis ¢iktist
icin gerekli performans karakteristiklerini verecek bigimde degistirir.
Yiikselte¢ burada kontroldrdiir. Bu ayni zamanda, sisteme 6zel bir
noktada eklenmis bir kompansator olarak da diisiiniilebilir.
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K ¥ Tesis B

Sekil 8.1 Birim geri beslemeli sistem

Bir islem tesisi i¢in en basit model, K/(st + 1) olan bir transfer
fonksiyonu ve bir T zaman gecikmesidir, yani Ke*"/(st + 1). Daha
gergekei bir model, Ke™"/(s t; + 1)(s 1o+ 1) dir.

Kontrol modlari

Temel kontrol modlar1 agagidakiler gibidir:
1 Orantili (P)

2 Integral (1)

3 Tiirev (D)

Tiirev, her zaman, orantili ile veya hem orantili hem de integral ile
birlikte kullamlir. integral, genelde orantili ile beraber veya hem
orantili hem de tiirevle beraber kullanilir. Ug¢ modun biitiin
kombinasyonlar1 PID kontrol veya ii¢-terimli kontrol olarak
tanimlanir.

Orantih
Kapali-dongii bir kontrol i¢in en basit mod orantili kontroldiir. Bu
tip bir kontroldrde hata sinyali e iizerine etkiyen sabit bir K, kazanci

bulunur (Sekil 8.2):

Kontrolor ¢iktisi =k e [1]

Kontrolor dolayisiyla, hata arttikca buna orantili olarak artan bir
cikt1 iiretir; hata ne kadar biiyiikse, kontroloriin ¢iktis1 da o kadar
biiylik olur. Eger hata sabitse, kontrolor ¢iktisi da sabit olur.
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Kontroltr Tesis

H(s)

Sekil 8.2 Orantili kontrolor

Genelde, endiistriyel kontroldrlerde, kazang orantili bant(PB)
terimiyle tanimlanir. orantili bant, kontroloér ciktisinda % 100
degisiklige sebep olacak kismi veya yiizdelik hata degisimidir (Sekil
8.3):

o A
Kontrolor ciktisindaki degisiklik(%)

@ 50% PB
2 100% PB
§ B0 Loy :
S i |
=
S :
= :
=S ;

0 :

+50 0 -50
% Hata

Sekil 8.3 Orantili bant

Hatadaki yiizdelik degisim, set degerinden yiizdelik sapmadir ve
(sapma/Ol¢tim aralig)x100°diir. % 100 kontroldr ¢iktisi, bir valfi
% 100 tamamen agan bir sinyal olabilir, % 0 tamamen kapatan bir
sinyal olabilir.

Bir e hatasi igin:

Orantil1 bant(PB)
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_ e kontrolor cikti araligi [ ]
olgiim araligi kontrolor ¢iktisindaki degisim

Bunun sonucunda denklem [1]:

PB = 1 kontrolor cikti t.zr.altgt [ 4]
K, olcum araligi
veya:
1k ikti ..
%PB - ontrolor cikti flr.a[lgl <100 [ 5]
K olcum araligi

p

Orantil1 kontrollii birim geri beslemeli kapali-dongii bir sistemin
transfer fonksiyonu 71(s) asagidaki gibidir:

K,G(s)
T®)=17 K,G(s) [6]

Bu sistemin a¢ik dongii transfer fonksiyonu da asagidaki gibidir:
=K ,G(s) [7]

Girdi sinyalinde bir degisim oldugu zaman, bu tip bir sistemde
nelerin olacagini diistinelim. Cikti, girdi sinyalini takip edecek mi?
Eger sistem orantili kontrol yapilmadan 6nce tip 0 ise (5.bolim’e
bakiniz), orantili kontrol bunu degistirmeyecektir ve dolayisiyla X(s)
girdisi i¢in, asagidaki gibi bir kararli-hal hatasini (denklem [13],
boliim 5) verecektir:

. SX(s) [8]

5 = lIm
T so01+ K ,G(s)
Bir birim adim girdisi X(s) = 1/s i¢in, dolayisiyla:

ey = lim— [9]

s = 1M
501+ K ,G(s)

Dolayisiyla, bir kararli-hal hatas1 vardir. Durumu basitlestirmek igin,
G(s)’in sabit bir K kazancina esit oldugunu diisiiniin. O halde, K,K
ne kadar biylik olursa, kararli-hal hatast o kadar kiiciikk olur.
Genelde K,’yi ne kadar biiylik yaparsak, kararli-hal hatas1 o kadar
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kiigiik olacaktir. Dolayisiyla biiyiik kazangli bir sistem, makul olarak
girdiyi takip eden bir ¢ikt1 verecektir.

Simdi de, orantili kontrollii birim geri beslemeli kapali-dongii bir
kontrol sisteminde kararlilik sorununu diistiniin:
G(s) = K/(st; +1) (s 2 +1) olan bir sistemimiz oldugunu diisiinelim.
Bu kapali-dongii sistem i¢in karakteristik denklem asagidaki gibidir:

(st +D(s7, +)+ KK, =0
Ty + (11 +75)s +(1+ KK ) =0 [10]

Routh tablosu bu nedenle asagidaki gibidir:
Satir 0:5°| 11+ 1 + KK,

Satir 1 : s 1+ 12

Satir 2 : s° 1 + KK,

Kararlilik i¢in, eger zaman sabitleri 7, ve 7, 0’dan biiyiikse, 1 + KK
> 0 ve bu nedenle K,K > -1 olmak zorunda. Yiiksek kazangli bir
sistem i¢in, dolayisiyla kararli bir sistem olacaktir.

Eger ikinci-derece olan karakteristik denklemini asagidaki gibi
yazarsak:

s? +2§w,,s+w,% =0

o halde:
o = 1+KKp
" 711'2 [1 1]
ve:
_ Tl +72
21,0, [12]

Biiyiik bir kontrolor kazanci biiylik bir w, degeri kiicik bir
sonlimleme faktorii demektir ve bunun sonucunda bir adim girdisi
icin, biiyiik bir gecici yiikselme miktar1 (denklem [34], 5.bolim’e
bakiniz) demektir. Dolayisiyla diisiik bir kararli-hal hatasi elde
etmek icin, biiyiik bir orantili kazang se¢mek, biiyiik bir gegici
yiikselme miktarina yol acar.

Ucgiincii-derece sistemlerde, yukarida ikinci-derece sistemlerde
oldugu gibi, yliksek bir orantili kazang diisiik bir kararli-hal hatasi
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verir fakat biiytik bir ylikselme miktarina sebep olur. Buna ragmen,
K cok biiyiik alinirsa, kararsizlik olusur.

Orantili kontroliin 6nemli bir 6zelligi, tip 0 sistemlerde, bir set
degeri degisiminden sonra bir kararli-hal hatas1 vermesidir. Bu hata
offset hatas1 olarak tanimlanir. Kontroldr, ancak bir offset oldugunda
yeni bir ¢ikt1 verir.

Bir 6rnek olarak, transfer fonksiyonu 1/s(s + 1) olan bir tesisi ve
orantili kontrolii K, olan birim geri beslemeli bir kontrol sistemi
diisiiniin. Bu sistemin, agik-dongii transfer fonksiyonu Kp/s(s + 1)
olacaktir ve dolayisiyla bir tip 1 sistemidir. Bdylece, bir adim
girdisinde kararli-hal hatas1 denklem [8]’de belirtildigi gibi,
asagidaki gibi olacaktir:
sX(s) i s(1/s)

e, =lim = lim =
501+ K ,G(s) s>01+ K s(s+1)

Bir rampa girdisi i¢in, denklem [8] asagidaki ifadeyi verir:
. sU/s> 1

e, = lim

01+ K,s(s+]) K,

Dolayistyla, sistem bir adim girdisi i¢in sifir kararli-hal hatsina fakat
bir rampa girdisi i¢in bir kararli-hal hatasina sahiptir.

PI kontrol

Orantil1 kontrolorlerdeki offset sorununun iistesinden gelmek igin,
sifir hata girdisinde, sonlu bir kontroldr ¢iktisi veren bir kontrolére
gerek vardir. Bu, hatanin zamana gore integraline orantili bicimde
bir ¢ikt1 veren ek bir elemanla (Sekil 8.4) orantili terimi arttirmak
suretiyle saglanir.

Hata Kontrolor
giktisi

Hata Kontroldr

ciktisi

(b) Integral
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Figiir 9.4 PI Kontrol, iki alternatif model

Orantili eleman, bir e hata girdisine ve bir de Kye ¢iktisina sahiptir.
Sekil 8.4(a)’da, integral elemani hata e seklinde bir girdiye ve K;
integral kazanci olmak iizere, hatanin zamana bagli integraline
orantil1 bir ¢iktiya sahiptir, yani:

Ki Z.[edt

Dolayisiyla kontrolor ¢iktisi:

kontrolor ¢iktis1=k e+ K; [ edt [13]

Laplace doniisiimii cinsinden, denklem [13] asagidaki gibi ifade
edilir:

kontrolor ¢iktisi (s) = [K ot ﬁjE(s) [14]

Bu denklem de, zaman integral sabiti T; = K,/K; olmak iizere,
asagidaki gibi yazilabilir:

kontrolor ¢iktisi (s) = ﬂ[s +Tij5(s) [15]
s i

Sekil 8..4(b)’de, integral elemani, K,e seklinde bir girdiye ve K;
integral kazanci olmak iizere, bu girdinin zamana bagli integraline
orantili bir ¢iktiya sahiptir, yani:

K ,K; [edt

Dolayisiyla kontroldr ¢iktisi agagidaki gibidir:
kontroldr ¢iktisi= K p(e +K ,-jedt) [16]

Laplace doniisiimii cinsinden, denklem [15] asagidaki gibi ifade
edilir:
kontroldr ¢iktisi (s)= k ,,[1 + ﬁjE(s) [17]

Bu denklem de, zaman integral sabiti T; = K,/K; olmak iizere,
asagidaki gibi yazilabilir:
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kontrolor ¢iktisi (s)=—2 [HTLJE@) 18]

i

Denklem [15] veya [18]’de verildigi gibi, kontrolor G.(s)’in
transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:
G.(s)=—— [9+TLJ [19]

1

ve dolayisiyla birim geri besleme kapali-dongii, G, tesis
fonksiyonuna sahip bir kontrol sisteminin agik-dongili transfer
fonksiyonu asagidaki gibidir:

G, (s)G (s)=— K (s-*——} ,,(S) [20]

Denklem [20]’nin belirttigi gibi, PI kontrolorii, 1/s faktoriiyle ifade
edilir ve integral etkisine sahiptir ve bu nedenle s = 0°da bir kutup
degeri ortaya ¢ikar. Ayni zamanda s = -1/7;’de bir kutup meydana
getirir. A¢ik-dongii transfer fonksiyonuna 1/s faktoriiniin eklenmesi,
sistemi tip 1 sistemine doniistiiriir ve bu nedenle artik bir tip 0
sistemi degildir.

Boylece diger durumda sadece orantili kontrolle bir birim girdi ile
olusan kararli-hal hatalar1 temizlenir ve ofset olusmaz.

Yeni bir kutup ve yeni bir sifir olustugundan, kutup sayisi n ve
sifir sayis1 m arasindaki fark degismeden korunur ve boylece kok yer
egrisinin asimptot agilart degismez. Buna ragmen, asimptotlarin reel
eksenle kesisim noktasi, orijinin yanina tasinir ve bunun sonucunda,
goreli kararlilikta bir miktar azalma olur. Kesisim noktast
+(1/T;)(n-m) kadar yer degistirir. BOylece sistem PI kontroliiyle,
sadece P kontrol ile saglanandan daha az kararli hale gelir.

Sonugta bunun etkisi asagidaki gibi ifade edilebilir:

1 Integral terimi, kontroloriin ne kadar hizhi sifir hata elde
edecegini belirleyen integral zaman sabiti yardimiyla, herhangi
bir kararli-hal hatasimi yok edecek bigcimde segilir, integral
zaman sabiti ne kadar biiylik olursa, islem o kadar uzun siirer.

2 Orantili kazang, goreceli kararlilig1 belirleyecek bigimde segilir.

Bir 6rnek olarak, 1/s(s + 1) transfer fonksiyonuna sahip bir tesisi
olan bir birim geri beslemeli kontrol sistemine uygulanan PI
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kontroliinii diigiiniin. Denklem [20]’ye gore, sistem asagidaki agik-
dongii transfer fonksiyonuna sahip olacaktir:

K, [s+1/T ]/ s(s+D)] K, (s+1/T)
s - sz(s+1)

Boylece, sistem, kontrol6riin varliginda tip 1 sistem iken; simdi tip 2
sistemidir. Bir adim girdisine ve bir rampa girdisine karst gelen
kararli-hal hatas1 boylece 0°dir. Sistem, bir tane s = -1°de, bir cift
s = 0’da agik-dongii kutuplarina ve s = 1/7;’de bir sifira sahiptir.
Sekil 8.5, bu sistemin kok yer egrisini gosteriyor:

Gift kutup

T /0 Re

Sekil 8.5 Kok yer egrisi

PID kontrol
Sekil 8.6, orantili ve tiirev kontrollii b,r kontrol6riin temel formunu
gosteriyor.
Orantili kontrol elemani, hata e girdisine ve Kpe ¢iktisina sahiptir.
Figiir 9.6(a)’da, tiirev eleman1 e girdisine ve Ky tiirev kazanci olmak
iizere, hatanin zamana gore tiirevine orantili bir ¢iktiya sahiptir,
yani:

de

“ar

Bdylece kontroldr ¢iktisi agagidaki gibidir:

kontrolor ¢iktisi=k e+ K, % [21]

211



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

Tiirev kontrol elemani, hatanin zamana goére degisimine tepki
verir ve boylece, ileri zamandaki hata biiylimesini tahmin eder ve
hata biiylimeden Once diizeltici bir etki saglar. Buna ragmen, eger
hata sabit ise, tiirev kontrolii tek basina diizeltici bir etki saglamaz.
Tiirev kontroliiniin ana dezavantaji, tek basma yavas degisen
hatalara duyarsizdir ve hata birikmesine sebep olur. Bu sebeple tek
basina kullanilmaz. Bu, orantili kontrolle birlestirilirse, orantili
kontroliin, yavas degisen hatalara tepki vermesi ve tiirev kontrol
elemaninin hatanin degisim hizina tepki vermesi saglanir.

Hata Kontrolér
ciktisi

(a) Tiirev

Sekil 8.6 PD Kontrolor, iki alternatif model

Laplace doniigiimii cinsinden, [21.] denklem asagidaki gibidir:

kontrolor ¢iktisi (s)= (&, + K,s)E(s) [22]
Bu denklem de, T4 = K4/K,, olmak iizere, asagidaki gibi yazilabilir:

kontrolor ¢iktisi (s) = Kd(s +TLJE(.¢) [23]
d

T4 tiirev zaman sabiti olarak adlandirilir.
Kontrolor G¢(s)’in transfer fonksiyonu, denklem [23] kullanilarak
asagidaki gibi ifade edilebilir:
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Gc(s):Kd[HLJ [24]
Tll

ve boylece, tesis transfer fonksiyonu G, olan bir birim kapali-dongii
kontrol sisteminin agik-dongii transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:

G ()G, (s) = Kd[s +Tl]cl,(s) [25]
d

Boylece, bunun etkisi s = -1/74’de bir sifir eklemektir.

Ornek olarak, 1/s(s + 1) transfer fonksiyonuna sahip bir tesisi
olan bir birim geri beslemeli kontrol sistemine uygulanan PD
kontroliinii diigiiniin. Denklem [25]’e gore, sistem asagidaki agik-
dongii transfer fonksiyonuna sahip olacaktir:

K,(s+1/T;)
s(s+1)

Boylece, sistem, kontrolér olmadan once tip 1 sistem iken, hala tip
1’dir. Kararli-hal hatas1 boylece, bir adim girdisi i¢in, sadece sifirdir.
Sistem, s = 0’da ve s = -1’de a¢ik-dongii kutuplarina ve s = -1/74’de
bir sifira sahiptir. Sekil 8.7, bu sistemin, kok yer egrisini gdsteriyor.

X O
-1 T,

Sekil 8.7 Kok yer egrisi

Uc terimli kontrolorler

Bir orantili, integral ve tlirev kontrolorii, PID veya ii¢-terimli
kontrolér olarak tanimlanir. Sekil 8.8, bu tip kontrolorlerin temel
formunu gdosteriyor.
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Orantil
K

P

Integral

Hata

Ki-I"S

Y

Tiirev

KdS

(@

Orantil

integral

Hata

Ki/S Kp —»

Tiirev

Kgs

(@
Sekil 8.8 PID Kontrolor, alternatif modeller

Sekil 8.8(a)’da, kontrolor ¢iktisi asagidaki gibidir:
¢1ktl =K e+ K, ;edHK,,% [26]
Bunun Laplace doniistimiinii alirsak, asagidaki denklemi elde ederiz:

¢ikti (s)= Kp(l +If—"+ﬂs}€(s)

S &y

:KP(H%W,,S]E(S) [27]

i

Figiir 9.8(b) de ayn1 denklemi verir. Kontroloriin transfer fonksiyonu
boylece, asagidaki gibidir:
GE(S>ZKP[1+TLS+T,,.¢] [28]

i

ve sistemin ag¢ik-dongii transfer fonksiyonu, asagidaki gibidir:

1
G ()G (s) = Kp(lJrEJersJGp(s)

K, Ty(s +5/ T, +1/TT)G ,(s)

N

[29]
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Boylece, PID kontroldrii, sistem tipini 1 adim ytikseltir. Sifirlarin
sayisint 2 ve kutup orijinde olmak tizere, kutuplarin sayisini 1
arttirir.

Boylece, bir sistemin performansini belirlemek i¢in ayarlanmasi
gereken {i¢ kontrolor parametresi vardir; K, 7Tq ve T4. Bu iinitenin
bir sonraki bolimiinde, optimum ayarlar1 belirlemek i¢in
kullanilabilecek deneysel metotlara bakacagiz. Burada, sadece, T;
degerini 474 olarak ayarlamayi iceren, yaygin olarak kullanilan bir
yaklagimi dikkate alacagiz. Bunun sonucunda, denklem [29]’u,
asagidaki gibi ifade edebiliriz:

K, Ty[s* +5/T; +1/2T,°1G ,(s)
s
KTy (s+1/2T;) G, (s)

N

Go(5)G,,(5) =

[30]

Boylece, PID kontrolorii s = 0°da bir agik-dongii kutbuna ve s = -
1/2T4 de ¢ift sifira sahiptir.

Ornek olarak, 1/s(s + 1) transfer fonksiyonuna sahip bir tesisi
olan bir birim geri beslemeli kontrol sistemine uygulanan PID
kontroliinii diisiiniin. Denklem [30]’a gore, sistem asagidaki agik-
dongii transfer fonksiyonuna sahip olacaktir:

K ,Ty[s+1/2T, 711/ s(s + )]

N

G ()G ,(s) =

K, T,[s+1/2T,%]
TS +(s+1)
Sistem bdylece, bir tip 2 sistemidir ve bu nedenle, adim ve rampa
girdileri i¢in, kararli-hal hatas1 yoktur. Eger T4 = 0.5 ise, agik-dongii
transfer fonksiyonu asagidaki gibi olur:

6.(5)G, (5) = Ko+

ve sistem, s = -1’de bir agik-dongii sifirina ve s = 0’da bir ¢ift agik-
dongii kutbuna sahiptir. orijinal kutuplardan biri, kontrol6r
tarafindan olusturulan bir sifirla iptal edilir. Sekil 8.9, bu sistemin
kok yer egrisi ¢izimini gosteriyor.
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Sekil 8.9 Kok yer egrisi

Kontrol6r kazanglarinin ayarlanmasi

Sadece orantili kontrolor kullanan bir kontrol sistemi ile, K, degeri,
kontrol sistemin girdilere tepki vermesini belirleyecek bigimde
secilmelidir. Bir PI kontroli ile, uygun K, ve K; secilmelidir. Bir
PID kontrolii ile, uygun K, K; Ky degerleri segilmelidir. Bu tip
secimler, kontrolor tarafindan olusturulan kutup ve sifirlarin
konumlarimin ve bundan dolayr kontrol sisteminin girdilere
tepkisinin belirlenmesine olanak verir. Akort etme terimi, optimum
kontrolor ayarlarini segme iglemini tanimlamak i¢in kullanilir.

Akort etmek i¢in en sik kullanilan deneysel metotlar, Ziegler ve
Nichols’tur. Ziegler ve Nichols, acik-dongii fonksiyonunun, zaman
gecikmeli  birinci-derece  bir  sisteme  yakinsanabilecegini
varsaymuslardir, yani Ke*" /(s +1) formunda bir transfer fonksiyonu.
Iki tane akort etme prosediirii gelistirmislerdir; bunlardan birisi
kapali-dongii test sonuglarinin kullanimina dayali son halka metodu
olarak adlandirilan metot, digeri, agik-dongii test sonuglarinin
kullanimina dayali proses reaksiyon metodu olarak adlandirilan
metottur. Her iki metot da, }; sonimleme orani ile alt sonimli

gecici tepkilerle sonuglanan ayarlar1 vermek i¢in tasarlanmustir.

Son halka metodu
Kullanilan prosediir asagidaki gibidir:

1 Kontrolorii manuel ¢alisma moduna ve tesisi normal g¢aligma
kosullarina ayarlayin
2 Orantili kontrol disindaki biitlin kontrol modlarini kapatin.
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3 K,’yi diisiik bir degere getirin, yani orantili kontrol bant biiyiik
bir degere getirin.

4 Kontrolorii otomatik moda getirin ve kiigiik bir set noktasi
degisimi olusturun, yani % 5 ile % 10 arasinda.

5 Tepkiyi gozlemleyin.

6 K,’yi bir miktar yiiksek bir degere getirin, yani orantili kontrol
bant araligini biraz daraltin.

7 Kiigiik bir set noktast degisimi olusturun, yani % 5 ile % 10

arasinda.

Tepkiyi gozlemleyin.

9 6., 7. ve 8. adimlari, tepki, biiylimeyen ve bozunmayan
giiclendirilmis bir salinim elde edene kadar tekrar edin. Bu
kosulu saglayan K, degerini (K,) ve salinimi periyodunu (7)
not edin.

10 Tablo 8.1°1 kullanarak, optimum kontrol ayarlarini belirleyin.

o0

Tablo 8.1 Son halka metodundan ayarlamalar

Kontrolor K, T; Tqa
ﬁpi

P 0.5 Kpu

PI 0.45 Kpu T./1.2

PID 0.6 K, T2 T./8

Agik-dongii transfer fonksiyonu 6/(s + 1)(s + 2)(s + 3) olan bir
tesis i¢in kontrolor ayarlarmin belirlenmesini diisiiniin. Orantilt
kontrol disinda biitiin kontrol modlar1 kapatilirsa asagidaki
karakteristik denkleme sahip bir transfer fonksiyonunu verir:

(s+1)(s+2)(s+3)+6K, =0

7 +65° +11s+6+6K, =0

Routh tablosu bdylece asagidaki gibi olur:
Satir 0: s° 1 11

Satir 1: s> 6 6 + 6K,

Satir 2: s' 10-K,,

Sistemin marjinal olarak kararli olabilmesi ve siirekli bir salinim
vermesi i¢in, 10 — K,c = 0 olmalidir ve bu nedenle K,. = 10’dur.
Salinimlarim frekansi, birinci satir igin yazilan 6s*+ 65 + 6 x 10 =0
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denklemi yardimiyla bulunur ve bu nedenle s = i1 dir. s-
diizleminin sanal ekseni iizerindeki bu nokta i¢in, o = i1 rad/s’dir.
Boylece saliimlarin periyodu 7y, = 2r7/w = 1.9 s’dir. Boylece, Tablo
8.1°1 kullanirsak, bu PID kontrol i¢in, K, = 0.6 K,c = 6, T; = T,/2 =
095sve Ty=T,/8=0.21 s bulunur.

Proses reaksiyon metodu
Test prosediirii asagidaki gibidir:

1

Genellikle kontrolor ile diizeltici elemanlar arasinda bulunan
kontrol  dongiisiinii  agin, boylece kontrol faaliyeti
gerceklesmesin.

Kontrolorii manuel moda ve tesisi normal ¢aligma kosullarina
getirin.

Diizeltici elemana kiiglik bir adim degisikligi uygulayin ve
sistem tepkisini kaydedin.

Sistemin verdigi tepkinin zamana karsi ¢izilen grafigi, proses
reaksiyon egrisi’dir (Sekil 8.10). Bu egri, sistemin kontrolor
cikisindaki bir adim degisikligine nasil tepki verdigini gosterir.
Test sinyali, diizeltici elemandaki ylizde degisimi ifade edilir ve
ciktl, tam-Ol¢li araligmin yiizdesi olarak ifade edilir. Proses
reaksiyon egrisine maksimum gradyani verecek sekilde bir
tanjant ¢izilir; maksimum gradyan R = M/T olarak Ol¢iiliir. Test
sinyalinin baglangi¢ noktasi ve tanjant ile kesisme an1 arasindaki
zaman, geciktirme L olarak tanimlanir. Tablo 8.2, kontrolor
ayarlarii belirlemek i¢in, Ziegler ve Nichols tarafindan verilen
kriteri gosteriyor.

Tablo 8.2 Proses reaksiyon egrisi metodunda ayarlamalar

Kontrolor K, T; T
tipi

P P/RL

PI 09P/RL 3.3L

PID 1.2P/RL 2L 0.5L
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b

Test sinyali %

(=]

Zaman

\

Gikti %

0 —pie———>| Zaman
L T

Sekil 8.10 Proses reaksiyon egrisi

Kompanzasyon

Sadece kazanci ayarlayarak, kapali-dongii bir kontrol sistemi igin
gerekli performansi elde etmek her zaman miimkiin olmayabilir ve
boylece, gerekli performansi elde etmek igin, sisteme performans
kompansatorleri eklenebilir. Eger bu kompansatorler, sistemin ileri
yoluna konursa, seri veya kaskat kompansatorler olarak (sekil 8.11)
ve eger geri besleme yoluna konursa, geri besleme kompansatorleri
(Sekil 8.12) olarak adlandirilir. Sistem hem seri hem de geri besleme
kompansatoriine sahip olabilir (Sekil 8.13). Kompanzasyon, gerekli
performansi elde etmek i¢in, sistemin, kok yer egrisinin veya frekans
tepkisinin degistirilmesi olarak goriilebilir.

Kompansatdr

—»  Tesis

\ 4

Sekil 8.11 Seri ya da kaskat kompanizasyon
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Kompansatdr

Sekil 8.12 Geri besleme kompanzasyonu

Kompansator

Tesis

\ 4

Kompansattr

Sekil 8.13 Seri geri besleme kompanzasyonu

Geciktirme kompanzasyonu
Kararli olan ve yeterli bir gegici tepkiye sahip olan, fakat biiyiik bir
kararli-hal hatasi1 bulunan bir kapali-dongii kontrol sistemi, seri
geciktirme kompansatorii kullanilarak gelistirilebilir. Bir geciktirme
kompansatoriiniin transfer fonksiyonu, a > 1 olmak {izere, asagidaki
gibidir:

Go(9) = [31]

1+aT,

Kompansator, s = -1/aT”de bir kutba ve s = -1/T"de bir sifira sahiptir.
a her zaman 1’den biiyiikk oldugundan, kutup her zaman s-
diizlemindeki sifirin saginda yer alir. Kutup ve sifir arasindaki
mesafe a’nin degeri ile belirlenir. Sekil 8.14, bu sistemin kutup-sifir
diyagramini gosteriyor.
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Im
Fant NS
1T ~llaT '

a>

Sekil 8.14 Bir geciktirme kompansatorii i¢in kutup-sifir diyagrami

Denklem [31] i¢in, bazen kullanilan, alternatif bir versiyon, a < 1
olmak tizere, agagidaki gibidir:

G.(s)= lli“TTs [32]

s

Kompansator, s = -1/7"de bir kutba ve s = -1/aT"de bir sifira sahiptir.
a her zaman 1’den kiigiikk oldugundan, kutup her zaman s-
diizlemindeki sifirin saginda yer alir ve Sekil 8.14’teki gibi aym
kutup-sifir diizenlemesi elde edilir (sekil 8.15).

Im
Fan\ LY
~ N 0 Re
~1/aT =T
a<i

Sekil 8.15 Ilerletmeli bir kompansétor icin kutup-sifir diyagrami

Faz-geciktirme kompansatorii kullanma stratejisi, kompansatoriin
transfer fonksiyonunun kutup ve sifirini birbirine ¢ok yakin duruma
getirmektir ve kararli-hal hatasin1 azaltmak i¢in bu sifir ve kutup
ikilisini orijine nispeten yakin konuma getirmektir. Eger kutup
orijine yerlestirilirse, bir integratér ve 1/s terimi olusur.
Kompansator, bu sebeple, PI kontroliin daha genel bir formu olarak
goriilebilir.

Bir 6rnek olarak, acik-dongii transfer fonksiyonu K/s(s + 1) olan
bir sistemi diisiiniin. bu tip bir sistem, Sekil 8.16’da gosterilen kok
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yer egrisine sahiptir. Eger istenilen soniimleme faktorii ¢ 0.45
olursa, (Bolim 7’ye bakiniz) yer egrisi iizerindeki kok -0.5 + j1 olur
ve bu reel negative eksenle 63°’lik bir ag¢1 yapar ve cos 63° = 0.45
olur. Orijindeki  kutuptan, bu noktaya ¢izilen vektor,
Y125 uzunluguna ve -1’deki bir kutup i¢inde ayni uzunluga sahiptir.
Boylece, K’nin degeri 1.25°tir (Denklem [13]’e bakiniz, 7.bolim).
Sistem tip 1 sistemdir ve bu nedenle bir rampa girdisi i¢in kararli-hal
hatas1 asagidaki gibidir (B6liim 5’e bakiniz):
1 1

s TmsHOGs) KO [33]
s—0

Im

L
A

X o Re

-1 -05 0

v

Sekil 8.16 Kompanse edilmemis

Simdi de seri geciktirme-kompanzasyonu olan bir sistem
diisiiniin ve ayni soniimleme faktorii elde etmeye calistigimizi
varsayalim. Sekil 8.17, bu sistemin kok yer egrisi ¢izimini
gosteriyor. Kompansatoriin - kutup ve sifirt  birbirine yakin
oldugundan (sadece kompansator sifirinin etrafinda kiigiik bir dongii
olusturdugundan) orijinal kdk yer egrisinin sekli iizerinde ¢ok az
etkili olabilirler. Buna ragmen, kok yer egrisi lizerindeki K’nin
degeri, ayn1 soniimleme faktorii i¢in farklidir.

Kompanse edilmemis sistem igin, blyiikliik kosulu (denklem
[13], 8. boliim) kok yer egrisi iizerindeki bir noktadaki K’nin
degerini asagidaki gibi verir:
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Im
1
¥ 3
> m
-1 05 0 Re
\{
Sekil 8.17 Kompanse edilmis sistem
1
|s||s+1 |:; [34]

Kompanse edilmis sistem i¢in, biiyiikliik kosulu kok yer egrisi
iizerindeki bir noktadaki K nin degerini asagidaki gibi verir:

|s||s+1 ||s+1/T |7L [35]

a|s+1/aT | K

Olusturulan kutup ve sifir birbirine yakin oldugundan, makul bir
yakinsama elde ettik:

|s||s+1 |:L [36]

a K

Ayni soniimleme i¢in, orijinden uzakta bulunan noktalarda, K
degerinin kompanse edilmemis sisteme gore 1/a faktorii ile
degismesi lazimdir. Bunun bir sonucu olarak, a 1’den kii¢iik
oldugundan, kararli-hal hatas1 azaltilmistir. Boylece, eger kompanse
edilmis sistem i¢in kararli-hal hatasinin 0.1 olmasini istiyorsak,
a=0.01/0.8 = 0.125 olmaldur.

Kok yer egrisi ¢izimi kullanilarak yapilacak kompansator dizayn
prosediirii asagidaki gibidir:

1 Kompanse edilmemis sistemin kok-yer egrisi ¢izimini belirleyin.
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2 Sistemin gegici performans spesifikasyonlarini belirleyin ve
kompanse edilmemis c¢izimde, spesifikasyonlar1 saglayacak
dominant kutuplarin yerini belirleyin.

3 Istenilen kék konumundaki dongii kazancini ve bdylece sistem
hata sabitini hesaplayn.

4 Kompanse edilmemis hata sabiti ile istenilen hata sabitini
karsilastirin ve kompansator eklendiginde olusacak gerekli artig
miktarini belirleyin ve buradan a’y1 elde edin.

5 Kompansatoriin kutup ve sifir konumlarii belirleyin, boylece,
kompanse edilmis kok yer egrisi gerekli koék konumundan
gegsin.

Yukaridaki prosediirde, seri bir geciktirme kompansatorii
eklemenin s-bolgesindeki etkilerini hesaba kattik. Simdi de frekans
bolgesinde diisiinelim. Asagidaki gibi bir transfer fonksiyonuna
sahip bir kompansator i¢in:

6= 1T [37]

frekans bolgesinde, frekans tepkisi asagidaki gibidir:

G.(jo) = 11:‘;2“’ [38]

Bode ¢izimi, transfer fonksiyonlar1 (1 + a7s) ve 1/(1 + Ts) olan
iki tane seri sistem olarak diisiiniilebilir. Boylece, reel bir sifira ve
reel bir kutuba sahibiz ve bu nedenle (Bdliim 6’e¢ bakiniz) Bode
cizimi, Sekil 8.18’de gosterildigi gibidir.

Geciktirme kompansatoriiniin biyiikligi, 1 + aTs ve 1/(1 + Ts)
elemanlarina bagl bir toplamdir. Bu da asagidaki gibidir:
dB cinsinden biiyiikliik

=20IgV1+a’@°T? +20Ig !
\/1+¢212T2

=20lgV1+a’®>T? - 201gy1+ *T? [39]

Bu, diisiik frekanslarda birim biiyiikliigiinde, yiiksek frekanslarda,
20 lg a biyiikliigiindedir. Frekans tepkisinin acist asagidaki gibidir:

aglt= tan”! aoT -tan™ &T [40]
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8 " onluk bagina: 20 dB
= 4 T T p”
-
=
=
[aa]
onluk bagina: 20 dB

+90°+
— w
e r

-90°F T,

Sekil 8.18 Bir geciktirme kompansatorii igin, Bode ¢izimi
asimptotlar

Faz agis1, kompansatoriin frekans araliginin ortasinda negatiftir.

Tesis ve seri bir geciktirme kompansatori ile, diigiik frekans
kazanci etkilenmez; fakat sistemin toplam kazanci, kazang-gecis
bolgesinde azalir ve bu nedenle kararliligi gelisir. Kazanci
degistirmenin yaninda, geciktirme kompansatorii ¢ok diisiik
frekanslarda kiicik bir faz geciktirmesi olusturur ve yiiksek
frekanslarda iki kirilma degeri arasinda daha biiyilk bir faz
gecikmesi olusturur. Boylece, kompansator sadece sistemin toplam
kazancini azaltmakla kalmaz, faz geciktirmesini de arttirir.

Bir tesisin kazang-gecis frekansini w.’ye indirgemek istedigimizi
varsayalim. Genel olarak, bu islem, kirilma frekansi 1/aT’yi,
yaklasik olarak yeni kazang-gecis frekansinin bir decade(onluk)
asagisina ¢ekerek yapilir. Boylece:

L2 [41]
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Yeni kazang-gecis frekansinda, biiytikliigii 0 dB’ye getirmek i¢in,
kompansatér, bu frekanstaki tesis  biiyiiklik egrisindeki
azalma/zayiflama miktartyla ayn1 degeri saglamalidir, yani:

|6, (jc) | =—201ga [42]

Kompansator dizayn prosediirii asagidaki gibidir:

—

Kompanse edilmemis sistemin Bode ¢izimini ¢izin.

2 Kompanse edilmemis sistemin faz marjinini belirleyin.

3 Faz marjininin yeterli olmadigim1 varsayarak, faz marjini
gereksiniminin saglanacagi frekansi belirleyin, eger biiytikliik
cizimi o frekansta 0 dB cizgisinden geg¢iyorsa. Yeni gegis
frekansin1 belirlerken, geciktirme kompansatoriinden 5lik bir
gecikmeye olanak saglayin.

4 Kompansatoriin ~ sifirn1 yeni  gecis  frekansindan  bir
decade(onluk) asagiya yerlestirin.

5 Biiyiikliigiin bu frekanstan gectiginden emin olmak igin, bu

frekanstaki gerekli azalma/zayiflama miktarini belirleyin.

a’y1 belirlemek i¢in denklem [42]’yi kullanin.

Denklem [41]’1 kullanarak 7" degerini belirleyin.

8 Kutup ve sifir konumlari, bu sebeple kompansatdriin transfer

fonksiyonu, bu a ve T degerleri kullanilarak elde edilebilir.

~N N

Tlerletme kompanzasyonu

Kompansator, s = -1/aT”de bir kutba ve s = -1/7"de bir sifira sahiptir.
a her zaman 1’den biiyiik oldugundan; kutup her zaman s-
diizlemindeki sifirin solunda yer alir. Kutup ve sifir arasindaki
mesafe a’nin degeri ile belirlenir. Sekil 8.19, bu sistemin kutup-sifir
diyagramini gosteriyor. ilerletmeli bir kompansatoriin transfer
fonksiyonu bdylece asagidaki gibidir:

s+1/aT

G =77

[43]

Bu denklem asagidaki gibi yazilabilir:

Ge(s) =+ [44]
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Ozel bir durum olarak, orijinde sifir bulunursa ve kutbun etkisi
thmal edilirse, tiirev kontrolorii elde edilir.

N I
ra A
T -1laT

a>1

Sekil 8.19 Ilerletmeli bir kompansator icin kutup-sifir diyagrami

Re

Kutbun sagindaki sifirin sebebi, ilerletme kompansatorlerinin
kapali-dongii kontrol sistemlerinin kararliligini gelistirebilmesidir.
Ornek olarak, agik-dongii transfer fonksiyonu K/(s + 3)(s + 5) olan
bir tesisle seri olan bir ilerletme kompansatoriiniin etkisini diisiiniin.
Sekil 8.20, kompanse edilmemis tesis icin, kok yer egrisi ¢izimini
gosteriyor.

Simdi de @ = 2 ve T = !/ olan bir seri ilerletme kompansatori

diislinlin, yani transfer fonksiyonu asagidaki gibi olan bir
kompansator:

s+1
G.=
s+2
Im
N 1 |
-4 0 Re

Sekil 8.20 Kompanse edilmemis
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Bu kompansatér, -1’de bir agik-dongii sifir1 ve -2’de bir agik-dongi
kutbu olusturur. Bunun etkisi, kok yer egrisi ¢izimini degistirmektir
ve Sekil 8.21°de gosterilen sonug elde edilir.

Sekil 8.21 Kompanse edilmis sistem

Kok yer egrisi ¢izimi kullanilarak yapilacak kompansator tasarim

prosediirii asagidaki gibidir:

1 Kompanse edilmemis sistemin kok-yer egrisi ¢izimini belirleyin
(sekil 8.22(a)).

2 Sistemin gegici performans spesifikasyonlarini belirleyin ve bu
sebeple gerekli kok konumlarini tespit edin (Sekil 8.22(b)).

3 llerletmeli kompansatér sifirn1  dogrudan  gerekli  kok
konumunun altina yerlestirin.

4 Istenilen kok konumunun toplam acisini  180° yaparak,
kompansatoriin kutup konumunu belirleyin (Sekil 8.22(c)).

5 Toplam sistem kazancini hesaplayin ve bdylece, kompansatdriin
kutup ve sifir konumlar1 sonu-cunda olusan sistemin uygun olup
olmadigini denetlemek icin hata sabitini belirleyin.

Simdi de, ilerletme kompansatoriinii frekans bolgesinde
distinelim. Frekans bolgesinde, kompansatoriin frekans tepkisi
asagidaki gibidir:

.11+ jaTae
Gl = e [45]

Bode ¢izimi, transfer fonksiyonlar1 1/a, (1 + aTs) ve 1/(1 + Ts)
olan ii¢ tane seri sistem olarak diisiiniilebilir. Béylece sabit reel bir
sifir ve reel bir kutup elde edilir. Bir ilerletme kompansatorii, bir
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tesisle beraber kullanildiginda, tesisin kazanci, c¢ogunlukla 1/a
teriminin etkisini azaltmak icin artar. Sadece kutup ve sifir
cizimlerini disilintirsek, Bode c¢izimi Sekil 8.23’te gosterildigi
gibidir.

(a)

Gerekli kik

Gerekli sbndmlemeyi

verecek agidaki gizgi ..__________"__

S OXreX
Kompansatbr igin /
gerekli sifir
o X ~
X d

X ~

()
Sekil 8.22 Kompanizasyonu belirleme

Fazin maksimum degeri 1/aT ve 1/T frekanslarinin geometrik
ortalamast wp, i¢in gergeklesir. Ortalama frekans boylece asagidaki
gibidir:

lgw,, :%(lgaLTHg%)

ve bu nedenle:

1
o= [46]

Frekans tepkisi de asagidaki gibidir:
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G, (jw)=—-I2T@ [47]

1+ jTa
bu denklem de asagidaki gibi yazilabilir:

. 1 jaT w
G.(jo) :.—+J.—
1+jTeo 1+ jTe

_ 1+aT’0? jaTa)—Ta)
1+ T%0? 1+ T*w?

+20 dBlonluk .

T’ T ©

o

Biyiklik dB

20 dB/onluk

+90°+

..............................

"""""

Agl

-----

=00°1

Sekil 8.23 Ilerletmeli bir kompansatér icin Bode ¢izimi asimptotlar

Kompansatoriin faz1 boylece asagida verildigi gibidir:

waT — oT
tang=————
l+aw°T

[48]

Denklem [46]’y1, denklem [48]’de yerine koyarsak maksimum faz
@m elde edilir:

a-1

tang = [49]
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@m acisini dik agil bir tiggenin, dikey (a-1) ve yatay 2a olmak
tizere, agis1 olarak diistinlirsek, hipoteniis, (a-1>+@2va)?=a+1’in Kkare
kokiidiir. Boylece:

sing,, =2—1 [50]

a+1

Boylece @’nin degerini belirleyerek, a’nin degeri elde edilebilir,
denklem [50] asagidaki ifadeyi verir:

_l+sing,
ailfsin¢m [51]

[lerletme kompansatériiniin biiyiikliigii, 1 + aTs ve 1/(1 + Ts)
elemanlarina bagl bir toplamdir. Boylece:
dB cinsinden biiyiikliik

=20lgV1+a’@’T? +201g l
\)1+a)2T2

1
=20lgy1+a’@’T? -201g [52]
V1+0’T?

Bu, diisiik frekanslarda birim biiyiikliigiinde, yiiksek frekanslarda,
20 lg a biiyiikliglindedir.

Kompansatorii  dizayn ederken, Bode c¢izim kullanilarak
uygulanabilecek dizayn prosediirii asagidaki gibidir:

1 Kompanse edilmemis tesis i¢in, kararli-hal hatasi gereksinimi
icin gerekli degere ayarlanmis kazan¢ sabit K ile, Bode
diyagramini olusturun.

2 Bode ¢iziminden, kompanse edilmemis sistemin faz marjinini ve
kazan¢ marjinini belirleyin.

3 Bundan sonra, istenilen faz marjinini ve bu nedenle @,,’yi
gergeklestirmek i¢in gereken ek faz miktarini belirleyin.

4 a’y1 belirlemek i¢in denklem [51]’1 kullanin.

5 Yiiksek frekans biyiikliigii 20 lg a dB’dir ve diistiik frekans
biiyiikligii 0 dB’dir; averaj 10 1g a dB’dir. Yeni kazang-gegis
frekansinin, 1/aT ve 1/T frekanslarinin geometrik ortasi olan
frekans olmasi i¢in, kompanse edilmemis tesisin biiyiikliigiiniin
-10 lg a dB oldugu frekans: tespit etmemiz gerekiyor. Bu
nedenle, 7"yi belirleyin.
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6 1lerletme kompansatériiniin transfer fonksiyonu boylece a ve T
degerleri kullanilarak bulunabilir.

Yukaridaki prosediire 6rnek olarak, kompanse edilmemis, tesis
transfer fonksiyonu 10/s*> olan birim geri beslemeli bir sistem
diisiinelim. Bu sistemin toplam transfer fonksiyonu asagidaki
gibidir:

10

T(s)=
s2+10

Kutup konumlar1 +ji0o ’dur ve boylece sistem marjinal olarak
kararlidir ve soniimlenmemis salimimlar verir. Faz marjini 45°yi
verecek sekilde bir soniimleme faktdriine sahip sonlimlenmis bir
sistem elde etmeye ¢alistigimiz1 diisiinelim. Sekil 8.24, bu sistemin
kompanse edilmemis Bode ¢izimini gosteriyor.

Buyiklik dB

100 o
et 10 100 o
£ T T T
=90°
-180°

Sekil 8.24 Kompanse edilmemis ¢izim

Kompanse edilmemis sistemin faz marjini 0°°dir. Gerekli faz
marjini 45”dir. Boylece ilerletme kompansatorii ile gecis
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frekansinda 45° eklenmelidir. Bdylece, denklem [51] kullanilirsa
asagidaki ifadeyi elde ederiz:

0o l+sing, 1+0.71 _s9

l-sing, 1-0.71

Bir miktar giivenlik marjini saglamasi i¢in, a = 6 degerini
kullanacagiz. Maksimum faz ilerlemesi, 1/aT ve 1/T frekanslarinin
geometrik ortalamasinda gergeklesir. Bu frekansta, tesisin
biiytkligii -10 g a = -10 1g 6 dB = -7.8 dB olmalidir. Bode ¢izimini
kullanirsak, bu biiytikliik 4.9 rad/s’de gergeklesir. Boylece, denklem
[46]’y1 kullanarak asagidaki denklemler elde edilir:

., =

1
'm \/;T

1

496

T= =0.083

[lerletme kompansatorii, boylece, asagidaki gibi bir transfer
fonksiyonuna sahip olmalidir:

1 5+0.498
6 5+0.0483

Geciktirme ve ilerletme kompansatorlerinin etkileri
Geciktirme kompansatoriiniin sistem iizerindeki etkileri, asagida
siralanmustir:

1 Verilen bir dongii kazanci i¢in, kazang-gegis frekansi civarinda,
acik dongii transfer fonksiyonunun biiyiikligli azalir/zayiflar ve
bu nedenle sistemin goreceli kararlilig1 gelisir.

2 Kazang-gegis frekansi azalir ve boylece kapali-dongii sistemin
bant genisligi azalir.

3 Sonlimleme faktorii azaltilabilir ve bu nedenle sistemin
ylikselme zamani ve yerlesme zamani uzatilabilir.

[lerletme kompansatdriiniin sistem iizerindeki etkileri asagida
siralanmustir:
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1 Acik-dongii transfer fonksiyonunun fazi, kazang-gecis frekansi
civarinda artar ve bu nedenle kapali-dongii sistemin faz marjini
gelisir.

2 Acik-dongii transfer fonksiyonunun biiytikliikk ¢iziminin egimi,

kazang-gecis frekansinda azalir. Bu, c¢ogunlukla goreceli

kararlilikta bir gelismeyle sonuglanir.

Kapali-dongii sistemin bant genisligi artar.

4 Sisteme bir adim girdisi oldugu zaman, yiikselme miktar1 ve
ylikselme zamani azalir.

5 Kararli-hal hatasi etkilenmez.

(98]

Geciktirme-ilerletme kompansatorleri

Hem ilerletme, hem de geciktirme kompansatorlerinin 6zelliklerini
elde etmek icin, ilerletme ve geciktirme kompansatdrlerinin bir
kombinasyonu dizayn edilebilir; yani ilerletme kismi, daha kisa bir
yiikselme zamani elde etmek icin ve geciktirme kismi ise daha iyi
bir soniimleme elde etmek i¢in. Bir ilerletme-geciktirme
kompansatoriiniin transfer fonksiyonu, a > 1 ve § < 1 olmak iizere,
asagidaki gibidir:

Gc(s)=[1+aT1sj[1+ﬂT2s] [53]

1+Ts 1+T,s

Ik terim ilerletme elemanmi sagliyor ve ikinci terim geciktirme
elemanini sagliyor.

Kompansatorler igin pasif devreler

Zaman bolgesindeki R resistansi i¢in, R = v(¢)/i(¢)’dir. s-bolgesinde,
bu denklem R(s) = V(s) I(s)’e donlislir. Zaman bolgesindeki C
kapasitansi i¢in, i(#) = Cdv(¢)/d¢’dir. s-bolgesinde, bu denklem, eger
t=0dav=0ise, I(s) = CsV(s)’ e doniisiir. s-bolgesinde, kapasitoriin
empedanst Z(s) = [1/Cs’tir. Laplace doniislimiiniin toplama
ozelliginden dolayi, zaman bolgesindeki bir takim fonksiyonlarin
toplamlarinin doniistimleri, her bir fonksiyonun doniisiimlerinin
toplamina esittir. Bdylece, geciktirme kompansatorii ig¢in
kullanilabilecek pasif bir elektrik devresi gosteren Sekil 8.25°1 ele
alirsak, bu devreyi s-bolgesinde potansiyel boliicli olarak
diisiinebiliriz ve bu nedenle ¢ikt1, V>(s) ile seri R, empedanst ve C
iizerindeki girdi voltaj1 V(s)’nin oranmdir:

Vo(s) Ry +1/Cq
Vi(s) R +R,+1/Cy
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ve bu nedenle devrenin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:

_ 1+R,C
Gels)= 1+ (R, + R,)C; [54]

4

Sekil 8.25 Geciktirme kompansatorii

Eger bunu, geciktirme kompansatdriiniin transfer fonksiyonu ile
karsilastirirsak, a < 1 ile asagidaki denklemler elde edilir:

aT = R,C [55]
T=(R +R,)C [56]
ve boylece:
R
““R +2R2 [57]

Sekil 8.26, ilerletme kompansatorii ile kullanilabilecek pasif bir
elektrik devresini gosteriyor. s-bolgesinde, devreyi potansiyel
boliicii olarak diisiiniirsek:

Vz(s) _ Rz
Vi(s) R+ R (1/Cy)
R, +(1/sC)
R RC,+1
R, +R,

C,+1

Eger:
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R +R RR
a=210 G, p o B0 o [58]
R, R +R,

ise a 1’den biiyiiktiir ve bu devrenin transfer fonksiyonu asagidaki
gibi olur:

_ 1 (1+aTs)
C=, (1+Ts) [59]

Figiir 9.26 Ilerletmeli kompansator

Sekil 8.26, ilerletme-geciktirme kompansatorii ile kulani-
labilecek pasif bir elektrik devresini gdsteriyor. Devreyi potansiyel
boliicti olarak diisiiniirsek, s-bolgesinde:

Vi(s) 1+ R,C,5)(1+ RyCy5)
Vy(s) 1+ (R,C,+RCy+ R,Cy)s + R R,C,C,s>

Eger:
aTy = R\Cy, BT, = R,C, ve TiT, = RR,C,C,  [60]

ise bu devrenin transfer fonksiyonu, a > 1 ve 3 < 1 olmak {izere,
asagidaki gibi olur:

(1+aTis)1+ BT,s)

G.(s)=
1+Tis)1+T,s)

[61]

ve denklem [60]’tan, aT,87> = R\C1R,C, = TT>’dir ve bu nedenle
apB = 1’dir. bu son kosul a ve 3’ nin birbirinden bagimsiz olarak ifade
edilemeyecegi anlamina geliyor.
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Sekil 8.27 Geciktirme-ilerletme kompansatorii

Hiz geri beslemesi

Bir 6nceki boliimde, geciktirme ve ilerletme kompansatorleri ile
ilgili biitiin varsayimlarimiz, kompansatorlerin sistemlerde seri
kompansatér  olarak  kullanimi ile ilgiliydi. Bir bagka
kompanzasyonun metodu kompansatorii geri besleme yolunda
kullanmay1 igerir. Sekil 8.28, bu tip bir diizenlemeyi gosteriyor. Bu
tip bir sistemin yaygin uygulamasi, hiz geri beslemesi olarak
tanimlanan, servo sistem kullanimidir. Bunun anlami, kompansator
transfer fonksiyonunun Gy(s) = Bs formunda olmasidir. Bir tesisin,
Gp(s) = K/s(1+ Ts) transfer fonksiyonuna sahip oldugunu
varsayalim. [leri yol blogu G,(s) ve geri besleme blogu G(s) yerine,
tek bir G(s) blogu konulabilir:

bz‘ % Tesis >

| ——

Kompansator

Sekil 8.28 Geri besleme kompanzasyonu

Gsy-— 2 K [62]
1+G ()G (s)  s(1+ KB +sT)
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Kompanse edilmemis sistem, bir rampa girdisine asagida belirtilen

kararli-hal hatasini verir (denklem [24], 5.b6lim):
s 1

-1 - [63]

e im 3 =
s>0s7|1+G,(s)| K

ss

Kompanse edilmis sistem, asagidaki kararli-hal hatasini verir:

s 1+ KB [64]

‘ :lii%szlnc(s)r K

ss

Boylece, hiz geri beslemesi kullanimi kararli-hal hatasin1 daha da
kotiilestirdi.

Buna ragmen, hiz geri beslemesinin bir faydasi vardir. Bu,
sistemin  sOnlimlemesini  gelistirir.  Kapali-dongli ~ kompanse
edilmemis bir sistem, asagidaki gibi bir transfer fonksiyonuna
sahiptir:

__Gp(9)

ve boylece bu fonksiyonun karakteristik denklemi agagidaki gibidir:
Ts’ +s+ K =0 [66]

Kapali-dongli kompanse edilmis bir sistem, asagidaki gibi bir
transfer fonksiyonuna sahiptir:

_ G(s)
T(s)= 1+ G(s) [67]

ve boylece bu fonksiyonun karakteristik denklemi agagidaki gibidir:
T2 +(1+TB)s + K =0 [68]

Denklem [66] ve [67], asagidaki denklem ile karsilastirilirsa:
s +2lw,s+ o> =0

dogal frekansin etkilenmedigi goriiliir fakat soniimleme bir
(1 + TBR)/1 faktorii kadar artar.
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9. Ayrik zamanli sistemler

Sistemler

Bir siirekli zamanli sistem, sadece zamana bagl siirekli sinyal igeren
bir sistemdir; bu tip sinyaller, silirekli bir zaman araliginda
tanimlanir.  Bu  tip  sistemler, diferansiyel denklemlerle
modellenebilir. Bir ayrik zamanli sistem (discrete time system), ayrik
zaman sinyalleri igerir; bu tip sinyaller, sadece belirli anlar igin
tanimlidir. Bu tip sistemler fark denklemleri ile modellenebilir.

Islemek icin, ayrik sinyal elde etmede siirekli bir sinyali
ornekleyen sistemler, orneklem-verili sistemler olarak tanimlanir.
Sekil 9.1 bu tip bir sistemi gosteriyor. Sistem girdisi, stirekli bir
zaman sinyalidir. Analog-dijital donistiiriici (ADC) bu sinyali
ornekler ve ayrik bir sinyal {iretir. Mikroislemci, bu ayrik sinyal
girdisini alir ve bir takim kontrol kurallarina gore islemden
gecirdikten sonra, ¢ikti olarak baska bir ayrik sinyal olarak verir.
Dijital-analog doniistiiriici (DAC) bu ayrik sinyali, stirekli bir
zaman sinyaline doniistiirir. Daha sonra bu sinyal, tesisin kontrol
degiskenini degistiren diizeltme birimini harekete geg¢irir; geri
besleme stirekli bir zaman sinyalidir.

Mikroiglemci

ADCHH — DACI] —Tesis—T ¥

L 4 J Diizeltme
Saat

Olgiim

Sekil 9.1 Ornekleme-verili sistemler
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Orneklem verisi

Bir analog sinyal degerlerin siirekli araligina sahiptir. siirekli bir
analog zaman sinyali 6rneklendigi zaman, sonugta elde edilen 6rnek
ayrik bir zaman sinyali olusturur. Ornek olarak, Sekil 9.2(a)’da, f{?)
ile tanimlanan siirekli zamanli analog bir sinyali diisiiniin. Bu
ornekleme periyodu 7 ile ayrilan esit zaman araliklarinda
orneklenmistir (Sekil 9.2(b)). Ornekleme sinyali daha sonra ayrik
zamanli bir sinyal olusturur (S.9.2(c)), bu £'(¢) ile gosterilir.

f(t)

(a) Zaman t

f(t)

Orneklerin
alindifi anlar

—» e Zanﬁant
(b) T

£t)

.[_I|

—> Zaman t
(c) T

Sekil 9.2 (a)Siirekli zaman sinyali, (b) orneklenen sinyal, (c) ayrik
zamanli sinyal veren ornekler
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Orneklemenin ¢iktis, boylece, T 6rnekleme periyodu olmak iizere 0,
1T, 2T, 3T,....kT anlarinda olusan darbeler serisidir.

Ayrik zaman sinyali boylece f{f) fonksiyonunun bu zamanlardaki
degerleridir, yani f0), A17)A27), f37),..., fikT). k darbe serisinde
sinyalin numarasini belirten bir tam sayidir. Bu seri f[k] olarak
gosterilebilir, [koseli parantez], genelde siirekli bir degisken yerine
bir ayrik degerler serisi ile ilgilenildigini belirtmek i¢in kullanilir.

Asagidakiler yaygin olarak karsilasgilan ayrik  zamanl
sinyallerdir:

1 Birim darbe
Sekil 9.3, bir birim darbesi i¢in seriyi gosteriyor. Birim darbe
asagidaki gibi tanimlanir:

k =0 icin sk]=1 [1]
k # 0 icin sk]=o0

oK)
1

—4—3—2-1012345k

Sekil 9.3 Birim darbe

2 Birim adim
Sekil 9.4, bir birim adim igin seriyi gosteriyor. Birim adim
asagidaki gibi tanimlanir:

k>0 i¢in ufk]=1 [2]
k <0 igin ufk]=0
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u k]

TTTITT

-43-2-101 23 45

k
Sekil 9.4 Birim adim

3 Siniizoidal seri
Sekil 9.5, bir siniizoidal seri i¢in olan seriyi gdosteriyor.
Sintizoidal seri, 4 siniizoidal serinin genligi, ¢ fazi ve f orijinal
sinlizoidal analog sinyalin frekansinin ornekleme frekansina
boliimii olmak iizere, agagidaki gibi tanimlanir:
x[k]= Acos(2nfk +6) ya da AsinQ2afk +6) [3]

Sekil 9.5 Siniizoidal seri

Dijital sinyaller

Sadece sonlu sayida bir dizi degere sahip ve sadece acikca
tanimlanan adimlarla degisen bir dijital sinyal, sayilabilir hake
getirilir (nicellestirilir). Bir ayrik sinyal nicellestirildiginde,; sadece
sonlu bir sayida ebatlarda darbelere sahip dijital bir sinyal tretilir.
Bu degerler, dijital sinyal degerini verecek sekilde, sonlu sayida bit
kullanilarak kodlanir (Sekil 9.6). Boylece 4-bit bir sistem i¢in, biitiin
girdi arahgm kaplamak icin maksimum 2°=16 tane farkli
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nicellestirme seviyesi vardir. Bu nicellestirme seviyeleri arasinda yer
alan sinyaller, en yakin seviyeye yuvarlanarak kodlanir.

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

Dijital sinyal kod

__Nicelik/quantizasyon

__ Dijital kod

seviyeleri

1000 yuvarlanan

" aynk sinyal

Sekil 9.6 Nicellestirme/Kuantizasyon

Dijital sinyal isleme

Dijital sinyal isleme dijital serilerin igslenmesi ile ilgilenir. Bu tip bir
isleme asagidaki matematik iglemlerini igerir.

1 Toplama ve ¢ikarma
Iki dijital sinyalin toplama veya cikarmasi, y[k] iki dijital
sinyalin 6rnek toplama ve ¢ikarma temeline dayali toplami veya
farki olmak tizere, asagidaki gibi tanimlanir:

o= ], 4]

[4]

Ornek olarak, iki siniizoidal seriyi diisiinelim:

x,[k]= +1.0,40.3,-0.8,-0.8,40.3,+1.0,+0.3,...
x,[k]= +1.0,-0.8,+0.3,40.3,0.8,+1.0,-0.8,...
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Toplam olarak elde edilen dijital sinyal asagidaki gibidir:

y [k]=+2.0-0.5-0.5-0.5,-0.5,+2.0,-0.5....

Olceklendirme

Bir  djjital  sinyalin  Olgeklendirmesi,  y[k],  x[k]’nin
Olgeklendirilmis hali ve a negatif veya pozitif olmak iizere,
asagidaki gibi tanimlanir:

v [k]=axfi] [5]

Bir 6rnek olarak, asagidaki adim sinyalini diisiiniin.

u [k]=11111,...

Olceklendirilmis sinyal 0.5u[k] asagidaki gibidir:
0.5ulk]=0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,...

Zaman Kaydirmasi

Bir dijital sinyal serisinin zaman kaymalari, zamanda gecikme
veya ilerleme olsun, y[k+n], y[k]'nin £n’e esit bir zaman aralig
kadar kaydirilmis hali olmak iizere, agagidaki gibi tanimlanir:

v [k]=yl=n] [6]

Bir 6rnek olarak, birim darbe sinyalini diistinelim:

8[k]=1,0,0,0,0,0,...

Eger bu sinyali 2 ile geciktirirsek, asagidaki denklemi elde
ederiz:

8k -2]=0,01,0,0,0....

Sekil 9.7 yukaridaki kavrami 6rnekliyor.

Zaman kaymasi sonucunda, bir birim adim serisini, bir birim
darbe ve geciktirilmis birim darbeler toplami olarak goriilebilir,
yani:
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5[k]=6[k]+ 8[k —1]+ 8k — 2]+ 8]k -3]+... [7]

[k
1

43210123 45
(@
Sk

1

432-10123 45
()
Sekil 9.7 (a) s[k], (b) s[k-2]

4 Carpma
Iki serinin ¢arpimi sonucu, iki girdi serisinin eleman-eleman
carpimi sonucu elde edilen bir ¢ikti serisi elde edilir. Bu,
asagidaki gibi tanimlanabilir:

ylk]= xi k] x, K] [8]
Bir 6rnek olarak, asagidaki gibi iki serimiz varsa:

xi[k]=1,2,3,45,...
x,[k]=0,0.1,0,0

carpim asagidaki gibidir:
y[k]=0,03,00....

Fark denklemleri

Bir ayrik zamanl igleme sisteminde, darbeler serisi seklinde bir girdi
ve darbeler serisi seklinde bir ¢ikt1 vardir. Ozel bir andaki ¢ikt1,
sistemin, toplama, ¢ikarma, dlgeklendirme ve zaman kaydirma gibi
matematik iglemleri kullanmasiyla hesaplanir.
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Bdylece, bir islemci, x[k]'nin 6zel bir aninda bir seriden girdi alabilir
ve buna bir 6nceki ¢ikt1 degeri y[k-1] ekleyerek isleyebilir. Bunun
sonucunda, ¢ikt1 y[k] asagidaki gibi olur:

o] = ylk 1]+ xlk] [9]

Bu tip bir denklem fark denklemi olarak tanimlanir. Bu denklem,
prosesor sistemi i¢in, girdi ve ¢ikti arasindaki iligkiyi verir ve
boylece bir siirekli zaman sisteminin girdi ve ¢iktisini iligkilendiren
diferansiyel denklemi ile karsilastirilabilir.

Bu tip denklemler, zaman gecikmesi bloklari, olgeklendirme
bloklar1 ve sinyallerin nasil birlestirildigini gosteren 6zelliklere sahip
blok diyagramlar ile gosterilebilir. Sekil 9.8 denklem [8]’in blok
diyagramin1 gosteriyor. Bu diyagram, bir geri besleme durumunu
tanimliyor.

x [kl y (K]

Birim zaman gecikmesi
Sekil 9.8 [k]= sk —1]+ x[k]

Daha ileri bir 6rnek igin, Sekil 9.9 asagidaki fark denkleminin
blok diyagramini gosteriyor:

y[k]= x[k]+ x[k -1] [10]

Cikt1, 6zel bir andaki girdi ve bir 6nceki girdinin toplamindan olusur
ve bu ileri besleme durumunu agiklar.
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]k y (k]

Birim zaman gecikmesi
Sekil 9.9 k)= x[k]+ x[k 1]

Sekil 9.10 asagidaki fark denkleminin blok diyagramini
gosteriyor:

y[k]= xlk]+ x[k - 2] [11]

Cikt1, 6zel bir andaki girdi ve bir dnceki girdinin 2 ile geciktirilmis
haliyle toplamindan olusur.

]k y (k]

Birim zaman gecikmesi Birim zaman gecikmesi

Sekil 9.10 y[]- «[i]+ fk —2]

Sekil 9.11, olceklendirme faktorii ve iki tane geri besleme
dongiisii igeren bir sistem i¢in, asagidaki fark denklemini 6rnekliyor:

ylk]= x[k]+aylk —1]+ By[k - 2] [12]
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x[K y [k]

— +a

Birim zaman gecikmesi

—— +b

Birim zaman gecikmesi

Sekil 9.11 y[x]= x[k]+ aypk —1]+ by[k - 2]

Dijital sinyal isleme sistemlerinin ozellikleri
Dijital sinyal isleme sistemlerini agiklamak ig¢in kullanilan fark
denklemlerinin kullanimina iligskin temel 6zellikler asagidaki gibidir:

1

2

Lineerlik

Eger girdisi bir dizi sinyal igeren bir sistemin tepkisi her bir
sinyal tek basina disiliniildiigiinde elde edilen tepkilerin
toplamina esitse, bu sistem icin lineerdir denir. Bdylece eger y[k]
ve y,[k] sistemin x[k] ve x,[x] girdileri, ayr1 ayri disiiniildiigiinde
tepkiler ise, bu iki girdinin  birlikte = uygulanmasi
SONuCU x,[k]+ x,[k], elde edilen tepki y,[k]+ y,[k] dir.

Kararlihk

Eger herhangi bir biiyiikliikteki, herhangi bir girdi, sonlu
bliytikliikte bir ¢ikti sagliyorsa; sistem i¢in kararlidir denir.
Ornek olarak, ]=«*xjx] fark denklemi ile tanimlanan sistemi
diisiiniin. Eger a 1’den kiiciik veya 1’e esitse, ¢iktidaki her iki
terimde sonlu bir biiyiikliiktedir. Buna ragmen, eger a 1’den
biiylikse, cikti, k£ sonsuza giderken sonsuza dogru iraksar.
Bdylece, sistemin kararli olabilmesi i¢in, « <1 olmalidir.
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Tirev ve integral yakinsamalari

Bir fonksiyonun tiirevi iki ardigik girdiyi baglayan ¢izginin gradyani
belirlenerek yakinsanabilir (Sekil 9.12). Bdylece, T 06rneklem
periyodu ile, x[k-1] ve x[k] girdileri i¢in, zamana gore tiirevi belirten,
cikt1 y[k] asagidaki gibidir:

)= Al xle] [13]

T

k-1 k Zaman
4>
T

Sekil 9.12 Tiirevin yakinsamasi

Bir fonkiyonun integrali, girdinin zamana bagh grafiginin
altindaki alan bulunarak yakinsanabilir. Sekil 9.13, bir 6rnekleme
periyodundaki sinyal degisimini sonunda olusan alani yakinsamanin
bir yolunu gosteriyor ve bu genisligi 7 ve yiiksekligi x[k] olan bir
dikdortgendir, yani drnekleme periyodu ile sinyalin en son degerinin
carpimudir:

alan artis1 = 7x[k]

Alan artisi,¢iktidaki y[k-1]’den y[k]’ya degisimdir ve bu nedenle
integrali belirten ¢ikt1 asagidaki gibidir:

o= plke 1]+ k] [14]
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%

k-1 k Zaman

T
Sekil 9.13 Integralin dikdortgensel yakinsamasi

Daha kesin bir alan hesaplama: alanin bir trapezoide yakinsayarak
elde edilebilir:

alan artisi =%T(x[k —1]+ x[k])

k-1 k Zaman

Sekil 9.14 Integralin trapezoid yakinsamast

ve bu nedenle:
s =sle e S1(cli-1lexle)  [15]

Bu yakinsama Tustin yakinsamasi olarak bilinir.
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Analog kontrol kurallarinin ¢evrimi
Bir analog kontrol kuralini, dijital kontroloriin kullanabilecegi bir
forma getirmek icin terciime edilmesinde, analog kontroldriin
transfer fonksiyonuna yakinsayan bir algoritma bulmamiz gerekiyor;
dijital kontroloriin yazilimindaki talimatlar bi¢iminde yazilan bir dizi
matematik islem setinden olusan bir algoritma olmalidir, bu.
Orantili kontrolii diisiinelim; kontroldr c¢iktis1 y[k] girdisiyle
orantilidir. Bu sistem i¢in fark denklemi bdylece, e hata ve K oranti
sabiti olmak tizere, asagidaki gibidir:

o] = Kelx] [16]
Program elemanlar1 boylece asagidaki gibidir:

Baslangi¢
e[k]’nin ilk degerini ayarla
K degerini ayarla
Dongri
Hata e’yi gir
Denklem [16]’y1 kullanarak ¢iktiy1 hesapla
Hesaplanan ¢ikt1 degerini gikart
Ornekleme periyodunun sonunu bekle
Dongiiye git

Integral kontrolii i¢in, denklem [14]’ii kullanabiliriz ve bu nedenle:

ylk]= ylk -1+ K;Teli] [17]

Program elemanlar1 boylece asagidaki gibidir:

Baslangi¢
e[k]’nn ilk degerini ayarla
cikti[k-1]’in i1lk degerini ayarla
K; degerini ayarla
T degerini ayarla

Dongii
Hata e’yi gir
Denklem [17]’yi kullanarak ¢iktiy1 hesapla
Hesaplanan ¢ikt1 degerini ¢ikart
Cikt1[k-171 ¢1kt1[k]’ya ayarla
Ornekleme periyodunun sonunu bekle
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Dongiiye git

Alternatif olarak integral kontrolii i¢in, dikdortgensel yakinsama
yerine Tustin’in yakinsamasini kullanabilirdik.

Tiirev kontrolii i¢in, denklem [13]1 kullanirsak asagidaki
denklem elde edilir:

Tylk]= K (elk]- e[k -1]) [18]
Program elemanlar1 boylece asagidaki gibi olur:

Baslangi¢
e[k]’nn ilk degerini ayarla
e[k-1]’in ilk degerini ayarla
Kq4 degerini ayarla
T degerini ayarla
Dongii
Hata e’yi gir
Denklem [18]’yi kullanarak ¢iktiy1 hesapla
Hesaplanan c¢ikt1 degerini ¢ikart
e[k-1]’1 e[k]ya ayarla
Ornekleme periyodunun sonunu bekle
Dongiiye git

PID kontrolii i¢in, denklem [16], [17] ve [18]’1 kullanirsak
asagidaki denklem elde edilir:

olk]= K peli]+ i ekl sl = 1]+ 22 (i) el -1 [19)]

Program elemanlar1 boylece asagidaki gibi olur:

Baslangi¢
e[k]’nin ilk degerini ayarla
e[k-1]’in ilk degerini ayarla
cikti[k-1]’in ilk degerini ayarla
K, degerini ayarla
K; degerini ayarla
Kq4 degerini ayarla
T degerini ayarla

Dongii
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Hata e’yi gir

Denklem [17]’yi kullanarak ¢iktiy1 hesapla

Hesaplanan ¢ikt1 degerini ¢ikart

cikti[k-1]’1 cikti[k]’ya ayarla

e[k-1]’1 e[k] ya ayarla

Ornekleme periyodunun sonunu bekle
Dongiiye git

Daha ileri bir 6rnek icin, agagidaki denklemle tanimlanan bir
kompansator diisiiniin:

Y(s) l+awm
‘()7X(s) Trm [20]

Cikt1 y(7) ve girdi x(¢)’yi iligskilendiren diferansiyel denklemi boylece
asagidaki gibidir:

dy(t) _

y0+ 720 0y ar 20 [21]

Her bir siirekli zaman sinyalini kendi ayrik esdegeriyle yer
degistirirsek ve denklem [13]’te verilen tiirevin yakinsamasini
kullanirsak asagidaki denklemi elde ederiz:

[k]+ LI Ll ;)[k 1] x[k]+ar—x[k]_;[k_l]

Bunun sonucunda, bu denklem yeniden diizenlenirse, asagidaki
denklem elde edilir:

(T+r)y[k]=1y[k—1]+(T+ar)x[k]—azx[k—l] [22]

Ornekleme teoremi

Stirekli bir zaman sinyalini Ornekledigimiz zaman, ornekleme
periyodu stirekli sinyalin bilgi igerigi yeterince korunmalidir,
boylece, ayrik orneklerden siirekli sinyali tekrar olusturdugumuzda
cikti hakkinda bir belirsizlik olugsmamali ve orijinal sinyali elde
etmeliyiz.
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Sekil 9.15 (a) Orneklenen siniis dalgasi, (b) siniis dalga
frekansindan daha biiyiik bir orneklem frekansi, (c) siniis dalga
frekansina yakin ornekleme frekansi, (d) siniis dalga frekansina
daha da yakin ornekleme frekansi, (e) siniis dalga frekansina esit
ornekleme frekansi
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Sekil 9.15, farkli 6rnekleme hizlarinda 6rneklenmis siniis dalgasini
gosteriyor. (b)’de elde edilen oOrnekler, ornekleme frekansi siniis
dalga frekansindan kiigiik oldugu zaman, sadece orijinal siniis
sinyali tamamen belirlenebilir. o6rnekleme hizi, siniis dalga
frekansina yakinsadigt zaman (Sekil 9.15(c)), daha fazla bilgi
kaybediliyor ve belirsizlik ayrik 6rnekler tarafindan belirtilen siniis
dalga frekansina kayabilir; bu Orneklerden birden fazla frekans
sinyali elde edilebilir. Bu, aliasing(list tiiste binme) olarak
adlandirilir. Ornekleme frekansi, siniis dalga frekansia esit oldugu
zaman (Sekil 9.15(e)), cok daha fazla bilgi kaybedileceginden,
sinyal, bir siniis dalgas1 olarak algilanamayabilir ve sabit genlikli bir
sinyal olabilir. Bu sebeple, siirekli bir sinyal i¢inde varolan biitiin
frekanslarin 6rneklenmis versiyonunda diizenli bi¢imde bulunmasi
isteniyorsa, drnekleme hiz1 i¢in bir alt sinir vardir. Ornekleme hizi
icin olan bu alt limit, ornekleme teoremi ile verilir:

Eger, siirekli bir sinyal i¢inde varolan frekans bilesenleri 0 ile B Hz
arasinda degisiyorsa, ornekleme frekansi, saniye basina 2B adet
ornegi gec¢tigi miiddetce, sinyal, tamamen, bir 6rnekler dizisi olarak
temsil edilebilir.

Sifir-derece tutulum

Bir dijital kontroldriin ¢iktisi, ayrik zamanl bir sinyaldir; bu tip bir
sinyal sadece belirli anlarda degerlere sahiptir ve bu anlar arasinda
sifirdir. Buna ragmen, ¢alistiriciy1 veya dijital-analog doniistiirtictiyli
isletmenin daha etkili bir yolu, ayrik ¢ikti1 degerini 6rnekleme aralig
stiresince sabit tutmaktir (Sekil 9.16). Ciktiy1 yakalayan ve tutan
eleman sifir-derece tutulum (hold) olarak tanimlanir. Sifir-derece
terimi, elemanin sadece c¢ikt1 degerini degisim hizin1 almadan
yakalamasindan dolay1 kullanilir.

Sifir-derece tutulum (ZOH) ile, bu elemana verilen bir birim
darbe girdisi, ayni yiikseklikte fakat Ornekleme periyoduna esit
genislige sahip bir darbe olarak ¢ikar
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Ornekleme periyodu igin sabit tutma

Orneklenmis sinyal
:

Zaman
Figiir 10.16 Orneklenmis ve tutulmus sinyal

(Sekil 9.17). Girdinin Laplace doniisiimii 1’dir. Ciktinin Laplace
donilistimii, bunun, bir tanesi 7°de baslamak iizere (Sekil 9.18), iki
tane adim sinyalinin toplam1 oldugu varsayilarak elde edilir. # = 0’da
baslayan bir birim adimin Laplace doniisimi 1/s’dir. T ile
geciktirilmis bir adimin Laplace doniisiimii, adim déniisiimiiniin ¢
ile carpim1 anlamina gelir. Boylece ZOH un ¢iktis1 asagidaki gibidir:

1 el 1-¢h

s N N

Girdi
Gkt

0 Zaman 0 T Zaman
(a) (b)

Sekil 9.17 ZOH un (a)girdi ve (b) ¢iktis1
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Gkt

Sifir zamanda adim

2iarares g2 o g e e s e e e “e'e'e’e"e eetete

of T Zaman

arasatatataaes

Gegikmis adim

Figiir 10.18 Iki adimin toplanu olan dikdértgensel darbe

ZOH’un transfer fonksiyonu boylece agsagidaki gibidir:

l_eTs

[23]

Gzon(s)=
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10. Z-dontlisimii

Zaman gecikmesi

Laplace dontisiimi, siirekli zaman fonksiyonlarini, yeni degiskeni s
olan bir fonksiyona doniistiirmek i¢in; z-doniisiimii ise, ayrik zaman
fonksiyonlarini, yeni degiskeni z olan bir fonksiyona doniistiirmek
icin kullanilir. Z-Doniigsiimiinii ayrik zamanli sistemlere uygularken,
basitce, zaman gecikmelerinin ayrik zamanl bir sinyalle olustugunu
varsayabiliriz.

Temel olarak, bir ayrik zamanh sinyalin, z' ile carpimni, bir
zaman adimi geciktirmeyi belirtmek icin kullanabiliriz. Bdylece,
eger asagidaki fark denklemini diisiiniirsek:

y[k]: aly[k —1]+a2y[k —2]+a3y[k —3]+...
+box[k]+ by x[k —1]+ by x|k — 2]+ byx[k —3]+... [1]

Sinyalleri z-bolgesine dontstiirdiiglimiiz zaman, asagidakileri elde
ederiz:

1 j[x] gecikmesi olmayan bir ¢iktidir ve doniistimii v(z) ’dir.

2 aylk-1], ¢ikti y[k] ile bir sabitin c¢arpilip bir 6rnek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniisimii «z7'v(z) "dir.

3 ayk-2], ¢ikti ile bir sabitin carpilip iki Ornek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniisimii «,z 2y (z) dir.

4  aylk-3], cikt1 ile bir sabitin c¢arpilip ii¢  Ornek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniisimii «,z7v(z) dir.

5 «x] gecikmesiz bir girdidir ve donlisiimii x(z)’dir.

6 pafk-1], girdi k] ile bir sabitin carpilip bir 6rnek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniisimii  5,:7'x(z) dir.

7  bx[k-2], girdi ile bir sabitin carpilip iki Ornek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniistimii 5,:2x(z) ’dir.
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8 bux[k-3], girdi ile bir sabitin c¢arpilip li¢ Ornek periyodu
geciktirilmesi ile elde edilir. Bunun doniisiimii 5,z x(z) dir.

x [k] y k]

-
»

Birim zaman gecikmesi

a S—

a — —

Birim zaman Birim zaman
(a) gecikmesi  gecikmesi

X(2) Y(2)

|

I.*a —2'1—2-1

()
Sekil 10.1 (a) zaman bolgesinde, (b) z-bolgesinde sistem

Boylece, denklem [1] z-bdlgesine asagidaki gibi dontistiiriiliir:

y[k]:a,zilY(z)Jrazz*zY(z)+a3z73Y(z)+... 2
+boX (D) +bz ' X(2) + by 2 (1) + By X (2) + ..

Bu denklem, G(z) darbe transfer fonksiyonu olarak tanimlanmak
iizere, asagidaki gibi yazilabilir:

1 3

Y (z) _ by +bz” +bzz’2 +byz "+ [3]
X)) l-az varz l+ayz T 4o

G(z)=

Konvansiyonel kullanima gore, ayrik zamanli fonksiyonlar1 kii¢iik
harfle ve z fonksiyonlar1 biiyiik harfle yazilir.

Ornek olarak, Sekil 10.1(a) zaman bdlgesinde asagidaki fark
denklemi ile tanimlanan bir sistemin blok diyagramini gdsteriyor:

y[k]zx[k]+a1y[k—l]+a2y[k—2] [4]
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ve Sekil 10.1(b) ayn1 sistemi z-bdlgesinde gosteriyor:
el= X[l az ¥ (2)+ a2 Y () [5]

Sistemin darbe transfer fonksiyonu boylece, asagidaki gibidir:

G(z) =& _ ! [6]

X(@) 1-az ' —ayz

Z-doniisiimiiniin 6rneklemesi

Bir siirekli zaman fonksiyonunu 6rnekledigimizi diistinelim. Sonug
bir dizi darbe serisidir ve asagidaki gibi ifade edilebilir:

f0= o+ rilpa-11)+ 2o -21)
[7]
+ fBIsG-31) +...+ flkJpe - kT)

Yukaridaki denklemi elde etmenin bir baska alternatifinin,
orneklenmis siirekli zaman fonksiyonunun, siirekli bir zaman
fonksiyonu ile bir dizi birim darbenin ¢arpimi oldugunu diisiinmek
oldugunu; yani f=@)=rf@t)xé@) (Bolim 9’a bakiniz) oldugunu
hesaba katin. t = 0’da, bir darbenin Laplace doniistimii 1°dir, 17°de
e tir, 27°de 2™ ’tir, 37" de ™ ’tir, v.b... Bdylece drneklenmis bir
fonksiyon f*(¢)’nin Laplace doniisiimii asagidaki gibidir:

c{f =@}= F*(s) = fofi + [t + s 2"
+ BT + ..+ flK]e T

-3 (8]
Eger
z=e" [9]

ise, yani s =(1/7) In z ise, denklem [8] asagidaki gibi yazilabilir:

Z{f*(t)} = F(z) = f[0]+ {11z + f[2]a
+ B+t flkI "

=ki;1f[k]z”‘ [10]
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Fxis), s = (1/T) In z ile, darbeler serisinin z-doniisiimii olarak
tanimlanir ve z{f*(¢)} = F(z) olarak yazilabilir.

Yaygin sinyaller i¢in z-doniisiimii
Asagida, yaygin olarak kullanilan iki sinyalin z-doniisiimiiniin nasil
elde edildigini gosteriliyor:

1

Orneklenmis birim adim

Orneklenmis bir birim adim1 diisiiniin; 0’dan biiyiik olan biitiin ¢
degerleri icin s*@n=1 veya sik]=1’dir. BOylece, denklem [10]
kullanilirsa asagidaki ifade elde edilir:

F)= (ol £+ L2k 4 rB7

=120 +1z7 12 2 12 4 [1 1]

Bu seriyi kapall formda ifade edebiliriz. Denklem [11], sonsuza
giden 1+x+x*+. formunda bir geometrik seri oldugundan,
serinin 1/(1 - x)’e yakinsamasi kosuluyla (yani |x| < 1), eger
1/z’yi x olarak alirsak, |z| > 1 olmak {izere, asagidaki denklemi
elde ederiz:

S S A
FO=1"0 " [12]

Orneklenmis birim rampa
Bir T periyodu ile 6rneklendiginde rampa fonksiyonu f{#)=t’yi
diisiiniin. Denklem [10], asagidaki ifadeyi verir:

F@ = flol+ £k + Rk + £BE™ +...
=0+T7 42T 243173 +

Bu denklem asagidaki gibi yazilabilir:

#=1+2z71+3z72+.., [13]

Bilineer teorem (1 — x)>’ye uygulandifi zaman 1+2x+3x%+..
serisini elde ederiz. Bunun sonucunda, |z| > 1 olmak kosuluyla,
denklem [13], asagidaki ifadeyi verir:
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2F(z) _ 1
T (1-1/z7)?

ve bu nedenle:

— Iz
F@ = [14]

Ayrik zaman sinyalleri

Orneklenen siirekli zaman fonksiyonu yerine, diizenli ararlikli darbe
serisi cinsinden tanimlanmis ayrik zamanli bir sinyalin z-
dontlistimiinii diistinelim. f[k] = 1 serisini diisliniin, yani 1, 1, 1, 1, 1,
... bu birim darbelerden olugmus bir seridir ve bu nedenle z-
donlisimii  darbe serisinin ddniistimlerinin toplami oldugundan,
denklem [10] asagidaki ifadeyi verir:

F(2)=flo]+ fI™" + (22 + /Bl +...

= lz0 +1z71 Jr1z72 Jr1z73 +... [15]

Daha once oldugu gibi, seriyi kapali-form’da ifade edebiliriz.
Denklem [15] 1+x+x?+.. formunda, serinin 1/(1 - x)’e yakinsamast
kosuluyla(yani [x| < 1)sonsuz toplamina sahip bir geometrik seridir.
Boylece, eger x yerine 1/z yazilirsa, |z > 1 olmak kosuluyla,
asagidaki ifade elde edilir:

N S A
FO=1"wn % [16]

Anlagildig1 iizere, yukaridaki denklem, 6rneklenmis birim adimda
oldugu gibi, ayn1 ayrik zamanl seriyi tanimliyor.

Buna ragmen, elimizde 1, 1, 1, 1, 1, ... yerine, 0, 1, 1, 1, 1, ...
serisi oldugunu diigiiniin, bunun z-doniisiimii asagidaki gibidir:

F(o)=flo]+ k™ + Rk + £BR +..
:Ozo-f—lzfl +1z72 +lzf3 +... [17]

Bul, 1,1, 1,1, ... serisi z-doniisiimiiniin sadece zlile carpimidir.
Boylece, 0, 1, 1, 1, 1, ..., 1, 1, 1, 1, 1, 1, ... serisinin bir drnekleme
periyodu geciktirilmis hali oldugundan, z' ile carpmak, bir
ornekleme periyodu gecikmeyi belirtir.
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Eger elimizde 0, O, 1, 1, 1, 1, ... serisi olsaydi, z-doniigiimii
asagidaki gibi olacaktt:

F(z):0z0+lz7'+1z’2+1z’3+,,, []8]

Boylece, bu, 1, 1, 1, 1, 1, ... serisinin z-doniigiimiiniin 77 ile
carpimidir ve bu nedenle carpim iki 6rnekleme periyodu gecikmeyi
belirtir.

Daha ileri bir 6rnek i¢in, «°.4',a%,4* serisini veren ayrik zamanl
sinyalin z-doniisiimiinii diisliniin, yani a bir sabit olmak iizere,
flk]=a* . z-dOniisiimii, darbe serisinin doniisiimlerinin toplamidir.
Boylece, denklem [10] asagidaki denklemi verir:

F(z)= f[O]+ f[l]{1 + f[Z]z’2 +j'[3]z’3 +..

=a’+a'z7 ' +a’zr+a 3 1 [19]

Kapali bir formda, denklem [19], toplami sonsuz olan,
l+ax+a’x?+.. formunda, serinin 1/(1 - ax)’e yakinsamasi
kosuluyla(yani |« <1) bir geometrik seri oldugundan, eger x yerine
1/z yazarsak, |z| > a olmak iizere, asagidaki denklemi elde ederiz:

F@)=— =% [20]

:l—a(l/z): z—a

Standart z-doniisiimleri

Tablo 10.1 ve 10.2 yaygin olarak kullanilan 6rneklenmis zaman
fonksiyonlar1 ve serilerinin z-dontisiimlerini verirken; Tablo 10.3
0zel Laplace dontistimlerine iligskin z-doniisiimlerini veriyor.

Tablo 11.1 z-doniisiimleri

Orneklenmis fonksiyon f'(¢) F(z)  Ornekleme periyodu T

Birim darbe , &(r) 1
kT ile geciktirilmis birim darbe ok
Birim adim, u(?) Ll
-
kT ile geciktirilmis birim adim - i
27 (z-1)
Tz

Birim rampa,¢
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2 T?z(z+1)
(z-1°
e K
z _e—aT
— wl-e)

(z-Dz-e“T)

te_aT Tze_“T
(z_e—aT)Z
e ot (eiaT _eibT)z
— —aT\,_ _ -bT
(z-e " )z-e"")
. zsinoT
sin @t P E—
z°+2zcoswT +1
coswT 3 2(z —cosax) aT
7 —2zcoswT +e *“
_aT .
—at - ze " sinwT
€ “ sin ot 2 —aT —2aT
7" —2ze " cosoT +e
—aT
—at 2(z—e™*" coswT)
¢ cos at 2 —aT —2aT
z°—2ze " coswT +e
Tablo 11.2 z-doniisiimleri
skl rlob £l £R21, 7Bl F(z)
wlk] 11,11, =
z-1
a* a’a',a?,a’,.... c
i—a
k 0,1,2,3,.... — £
(z-1)
ka* 0,a1,2a2,3a3,..‘. @ 3
(z—a)
2
ka*! 0,a0,2a1,3a2,.... i 3
(z—a)
e—ak el e e72a —3a <
(z-e™)

Table 11.3 Laplace and z-doniisiim ¢iftleri

Laplace doniisiimii ilgili z-doniisimii
1 =

s z-1

il i

2 (z—1)2
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1 T’z(z+1)
s 2(z—1)2
1

s+a 7—e T

1 Tze T
(s +a)’ (z-e ")

1 2(1-e7T)
(s+a)’ (z—e Ty’

a w(1-eT)
s(s+a) (z-D(z-eT)

a Tz (1-eT)
s*(s+a) @17 aG-DiE-e*T)

b-a e T
(s+a)(s+b) z—e T )z-eT)

(b-a)s (b-a)z® — (e Th—eTa);
(s+a)s+b) (z—e T)z—eT)

a zsinaT
s* +4? 22 —2zcosaT +1

s 7> —zcosaT
s2+a’ 22 —2zcosaT +1

s 2(z—e T —aTe™T)
(s+a)’ (z—e Ty

1 z

s—(lna)/T z-a
kT ok

Z-donisumiiniin ozellikleri
z-doniisiimiiniin temel 6zellikleri, agagidaki gibidir:
1 Toplama ve ¢ikarma

Iki seri f[k] ve  g[k] serilerinin toplaminin z-déniisiimleri,
serilerin tek basina z-doniistimlerinin toplamidir:

2{slkl+ ekl = z{rk]}+ z{glk]} [21]

Ornek olarak, orneklenmis fonksiyon g =r+e 'nin, her 1 s’de
orneklendigi zamanki z-doniisiimiinii diislinlin. z-doniisiimii iki
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fonksiyonun ayr1 olarak diisiiniildigiindeki z-doniistimlerinin
toplamia esittir.  Tablo 11.1°i, 7 = 1 s i¢in kullanirsak,
orneklenmis fonksiyon #'nin z-doniisimi  7z/z-1?’dir ve
orneklenmis e ’ninki z/z-e*) ’dir ve bu nedenle:

z K

Z{omeklenen(t +e! )}: St ——
(z-D" z-e

Bir sabit ile carpma
Bir a sabiti ile carpilan bir dizinin z-doniislimii serinin z-
doniisiimiinii bu sabitle carpmakla aynidir:

zlaf k] = az{flk]} [22]

Boylece, orneklenmis birim rampa fonksiyonunu #nin z-
déniisimii  Tz/(z-1)* oldugundan (Tablo 11.1), 2¢fnin z-
déniisiimii 2Tz/(z-1)*dir.

Kaydirma teoremleri(zaman gecikmesi)

Eger s[k] bir dizi ve F(z) bunun z-doniisiimii ise, bu serinin n
aralik ilerlemesiyle olusan serinin z-donligimi, yani f[k+ns]’i
vermesi i¢in sola kaydirilmasi, asagidaki denklemi verir:

2iflk+n]=2"F(z)- " f[o]+ " £1] [23]
+2" 2 f2)+ of[n 1))

Egern=1 ise:
2{flk+1]}=zF (2) - 2f[0] [24]

Egern =2 ise:
2{fle+2l=2F@) -2 flo]-of]  [25]

Bir seriyi n ile ilerletmek, F(z) ilerletmeden onceki serinin z-
doniistimii olmak tizere, Zz"F(z) tarzinda bir z-doniisiimii verir.
Yukaridaki ~ denklemlerdeki  diger  terimler,  Laplace
doniisiimiinde oldugu gibi, z-doniisiimiiniin sadece x>0 igin
tanimli olmasindandir ve bunlar sola kaydirildiktan sonra
kaybolan terimlerdir.
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4

5

Eger Orneklenmis bir fonksiyon f(f)u(¢), saga kaydirilirsa,
yani n Ornek periyodu geciktirilirse, kaydirilmis ornekleme
serinin z-doniistimil, asagidaki gibidir:

Z{f[kfn]u[kfn]}:zan(z) [26]

Kaydirma teoremleri, z’yi zaman kaydirma operatorii olarak
diisiinebilecegimizi belirtir. z ile c¢arpmak, zamanda bir
ornekleme periyodu ilerletme ile esdegerdir; z ile bolmek,
zamanda bir 6rnekleme periyodu geciktirme ile esdegerdir.

Ornek olarak, ayrik zaman serisi 0, 0, 1, 2, 3, 4, ...’nin z-
doniigsiimiinii diisiiniin. 0, 1, 2, 3, 4, ...’nin bir zaman aralig1
kadar geciktirilmis hali olarak diisiintilebilir. Tablo 10.2°de
belirtildigi gibi, geciktirilmemis sinyal z/z-1)> z-dOnilisiimiine
sahiptir ve boylece, yukaridaki kaydirma teoremi kullanilirsa,
geciktirilmis seri z'z/z-1)> =1/z-1)> olan z-donlislimiine sahiptir.
Kompleks doniisiim
(")rneklenmis bir s+ fonksiyonunun z-donigimi, . ile
carpildiginda, F(z) 'nin, sk] 'nin z-doniisiimii olmas1 kosuluyla,
orneklenmis s+ fonksiyonundaki z yerine z.™" yazmay igerir,
yani:

2l flk]}= FleT2) [27]

Ornek olarak, orneklenmis fonksiyon fx@)=te ’nin  z-
doniigiimiinii  diiginelim. Kompleks doniisim  6zelligini
kullanarak ve bu nedenle #nin doniisiimiindeki z yerine
z"T yazarsak asagidaki denklemi elde ederiz:

TzeaT B TzefaT
(ze"Tfl) (ziefaT)Z

flk deger teoremi
Ilk deger teoremi, ¢+ = 0 i¢in, zaman fonksiyonunun degerini
verir, yani ilk degeri. Bu teorem asagidaki gibi tanimlanir:

flo]= lim flk]= lim F(2) [28]
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Ornek olarak, z-déniisimii F(z) = z*/(z - 1)(z — 0.5) olan bir
serinin ilk degerlerini diislinlin. z-doniisiimiinii asagidaki gibi
yazabiliriz:

7 _ 1
22152405 1-1.5/7+0.5/7>

Daha sonra ilk deger teoremini kullanarak, :-« giderken,
flo]=1"1 elde ederiz.

Son deger teoremi

Limitlerin olmas1 kosuluyla, son deger teoremi, zaman sonsuza
giderken zaman fonksiyonunun degerini verir, yani kararli-hal
kosulunu. Bu teorem asagidaki gibi tanimlanir:

slel= tim k)= im1 -2 P = im S P (2

) [29]

Ornek olarak, z-déniisimii F(z) = z*/(z - 1)(z — 0.5) olan bir
serinin son degerini diigiiniin. Son deger teoremi asagidaki
ifadeyi verir:

=2

.oz—-1 .
o|=lim~——F(z) = lim
f[ ] -1z @ 7—17-0.5

Ters z-donusiimu

Laplace doniistimiinde oldugu gibi, zaman bolgesinden, z-bdlgesine
yapilan doniisiimler, basit cebirsel diizenlemelerle yapilabilir.
Sonugta elde edilen zamana bagh tepkiyi elde etmek igin,
fonksiyonun ters doniigiimiiniin belirlenmesi gerekir. Ayrik zamanh
sinyallerin veya z-doniisiimii ile ifade edilen Orneklenmis zaman
fonksiyonlarimin serilerini elde etmek ters z-déniisiimiinii elde etmek
olarak tamimlanir. Eger z{r«()j=F() veya z{rlk]j=F(z)ise, ters z-

doniisiimii z7'{F(z)}ile gosterilir. Donilistimiin tersi, bir ka¢ yoldan

bulunabilir.

1

Tablolar: kullanmak

Bu, doniisiim tablolarinin, Tablo 10.1 ve Tablo 10., ve 6zel bir
doniisiimle sonuglanan bir zaman fonksiyonunu tanimak igin,
bunlarin 6zelliklerinin kullanimini igerir.
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Ornek olarak, 3z/(z - 1)’in ters doniisiimiinii diisiiniin. Birim
adim fonksiyonu z/(z - 1) z-doniisiimiine sahip oldugundan, tersi,
sadece, 3 yiiksekliginde bir adim fonksiyonudur.

Kismi kesirleri kullanmak
Kismi kesirler, z-doniisiimlerinin basit tanimnabilir terimlerin
toplamina genisletilmesiyle kullanilir.

Omek olarak, asagidaki fonksiyonun ters doniisiimiinii
diistiniin:

-T
F(Z):z(lf—ezT
(z-D(z-e")

yukaridaki fonksiyonun kismi kesirlerini belirleyebilmemize
ragmen, cogunlukla standart formlara ulasmamizi saglayan bir
prosediir, F(z)/z’nin kismi kesirlerini bulmaktir. Bdylece:

F(z) _ 1-e T _ A, B
2 (z-D@E-eT) z-1 z-¢T
Boylece, (z—e*T)A+(z—1)B =1-¢ T dir ve bu nedenle A=1ve

B = -1"dir. Bundan dolay1, doniisiimii asagidaki gibi yazabiliriz:

Fz_t 1
z z-1 z-e
ve bu nedenle:

T

K

F(z)=———
z-1 z-e

T

Birinci terim, 1°dir ve z/(z-nile carpilmistir ve bu nedenle 1

carp1 drneklenmis birim adimin z-déniisiimiidiir. Ikinci terim 1

/(z—eT) formunda bir donilisiimle ¢arpilmistir; bu, ¢ = *nin

z-dontigiimiidiir. Boylece ter dontigiim asagidaki gibidir:
flk]=1-e7

Eger o6rnekleme periyodu 1 s ise, o zaman seri 0, 0.632, 0.865,

0.950, ...’dir.

Uzun bélme ile kuvvet serisine genisletme

Bu, payin paydaya uzun bolme yontemi kullanilarak

boliinmesiyle doniisiimii bir kuvvet serisine doniistiirmeyi igerir.
Ornek olarak, 6rnekleme periyodu 1 s olmak iizere, asagidaki

fonksiyonun ters doniisiimiinii diistiniin:
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-T
F(2) =z(lf—ezT
(z-D(z-e")
Boylece:
Fo)- 0.632z

2> —1.368z +0.368

Payin paydaya uzun bdlme yontemi kullanilarak boliinmesiyle
asagidaki denklem elde edilir:

0.6322'+0.8652°+0.9502 +...
7%-1.3682+0.368 | 0.632z

0.6327'-0.8652°+0.2337"
0.86522-0.2337"

0.86572-1.1837'40.3187
0.950z'-0.31827

Boylece:
F(z)=0z" +0.63277' +0.8657 2 +0.9507 > +...

ve bu nedenle s[k]serisi 0, 0.632, 0.865, 0.950,..."dir.

Darbe transfer fonksiyonu

Darbe transfer fonksiyonu x(z), ayrik girdinin z-doniistimii ve ¥(z) ise
ayrik ¢iktinin z-doniisiimii olmak {izere; G(z) asagidaki gibi
tanimlanir:

G(x) =12 [30]

G(x) 'nin sadece bir elemanin 7' araligi kadar ayrik zamanlarla
ayrilmis girdi ve ¢ikti sinyallerini iliskilendirdigine dikkat edin.

Boylece, ayrik zamanli islem sistemleri i¢in, asagidaki fark
denklemi elde edilir:

ylk+ 2]+ 2]k +1]+ y[k] = x[K]

bunun z-doniisiimiinii alirsak asagidaki denklemi elde ederiz:
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2¥g]+ 207z ]+ 2] = X[z]
ve bu nedenle:
Y 1
X(z2) 2+2z+1

G(2)=

Asagidaki transfer fonksiyonuna sahip bir sistem i¢in:

1

=612

bu denklemi, kismi kesirleri kullanarak asagidaki gibi yazabiliriz.

1 1

G(s)=
() s+l s+2

Bu denklemi, z-bolgesine, s-donlisimii ile z-doniisiimiini
iliskilendiren bir tablo kullanarak veya zaman bdolgesi fonksiyonlari
icin, s-doniisiimiiniin zaman bolgesine oradan da zaman bdlgesi
fonksiyonlart igin z-doniigiimlerini veren bir tablo kullanimiyla z-
bolgesine doniistiirebiliriz. Sonug asagidaki gibidir:

G(z)= <

l_e—T z_e—ZT

Seri elemanlar

Sistemlerin seri elemanlar seklinde darbe transfer fonksiyon
gosterimi, her bir eleman ¢iftinin arasinda Ornekleyici olup
olmadiginda baghdir.

Sekil 10.2, aralarinda 6rnekleyici bulunan seri iki elemani igeren
bir sistemi gosteriyor. Bdylece, birinci elemana giren ayrik zamanli
sinyaller, ¢ikt1 olarak, ikinci elemana girmesi i¢in ayrik zamanh
sinyal iiretiyorlar, ayn1 zamanda tiim sistemden elde edilen ¢ikt1 da
ayrik zamanhdir. Sekil 10.2(a) i¢in, s-bdlgesinde, asagidaki denklem
elde edilir:

Y#(5) =Gy x(5)F *(5) = G, * ()G ()X *(s)  [31]

Bundan dolayi, 6rneklenmis 7*(s) sinyalleri i¢in toplam transfer
fonksiyonu asagidaki gibidir:
T *(s) = Gy * ()G (s) [32]
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Fls) Ye)
X
S 6 —>>{—> 64s) —9{—»
F(s) Y'e)
(@)
X(2) F(2) Y{z)
—» G(2) G(2) >

(b)
Sekil 10.2 Aralarinda ornekleyici bulunan seri elemanlar, iki

diyagram esdegerdir

ve boylece, ilgili z-donlisiimii ifadesi asagidaki gibidir:
T(z) = G,(2)G,(2) [33]
Simdi de iki eleman arasinda Ornekleyici bulunmayan, Sekil
10.3’te gosterilen durumu disiiniin. Gi(s) ve Gz(s) elemanlar1 darbe

doniisiimiinii alirken tek bir eleman gibi diistintilmelidir:

G(s) =G ()G (s)

ve boylece:
Yx(s)=G*(5)X *(s) =[G ()G, (8)]* X *(5) [34]

z-doniistimii alinirsa agsagidaki denklem elde edilir:
¥Y(2)=[6:6,}2)X () [35]

[6,6,]z) 'nin G,(2)G,(z) ye esit olmadigina dikkat edilmelidir.

Y (s)
X ‘
M G(s) ﬂ—b Gz(s) PP{*

Sekil 10.3 Elemanlar arasinda ornekleyici yok

ZOH’un transfer fonksiyonu
Sifir-derece tutulumlu elemani asagidaki gibi bir transfer
fonksiyonuna sahiptir (denklem [23], 9. boliim’e bakiniz):
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1— —Ts

4

[36]

GZ OH —

=]

Eger ZOH, Gy(s) transfer fonksiyonuna sahip bir tesisle seri ise,
ZOH ile tesis arasinda 6rnekleyici bulunmadigindan (Sekil 10.4), bu
ikilinin z-doniistimii denklem [35] kullanilarak asagidaki gibi
yazilabilir:

G(2) =[G20u (5)G,(5)] 'nin z doniistimii [37]

p— _Ts . .. .. . ..
{1 ¢ Gp(s)} ’nin z doniisimii
S

:|:%Gp(s)fe7n%(;p(s):| [38]

Fakat bir Laplace doniisiimiinii ™ ile ¢carpmak doniisiimiin 7" gibi
bir zamanla geciktirilmis haline karsilik gelir (3.Bdliime bakiniz). z-
doniistimiinde O6rnekleme periyodu 7' kadar bir zaman gecikmesi,
bunun z' ile carpilmasim icerir. Bdylece denklem [38] asagidaki
gibi yazilabilir:

G(z)=(1-27)x EG,, (s)} ‘nin z doniisimi [39]

’)S » ZOH — Tesis —»

Ornekleyici

Sekil 10.4 Bir tesisle seri olan ZOH

Ornek olarak, 1/s(s + 1) transfer fonksiyonuna sahip bir tesisle
seri olan ZOH’y1 diisiinin. Denklem [39] kullanilirsa, sistem
asagidaki transfer fonksiyonuna sahiptir:

G(z)(lzl){ !

‘nun z doniistimii
s7(s+1)
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kismi kesirleri kullanarak bu denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:
G(z):(l—z_l)x{l L } "nun doniisimii

572 ? s+1
- T:
I zz_zJr zT
(z=-D" z-1 z-e

Kapali-dongii sistemin transfer fonksiyonu

Sekil 10.5°te gosterilen kapali-dongii  sistemi  diisiiniin.  H(s)
elementinden ¢ikan sinyal H(s)Y*(s)’tir. Bu sinyal [H(s)Y*(s)]* =
H*(s)Y*(s)’t vermesi i¢in Orneklenir. G(s)’ye giren hata sinyali,
bdylece X*(s)-H*(s)Y(s)’tir. G(s) nin giktist ¥(s) tir. Boylece:

Y (s) = G(s)[X * (s)— H (s)Y *(s)]
ve bu 6rneklenirse:

Y #(s) = {G(s)[X * () — H * (5)Y *(s) ]} *
=G ()X *(s)—G*(s)H *(s5)Y *(s)

Bu denklemin z-doniistimiinii alirsak asagidaki denklemi elde ederiz:
Y(2) = G(2)X(2) - G(z)H(2)Y (2)

ve bu nedenle sistemin toplam darbe transfer fonksiyonu asagidaki
gibi olacaktir:

T(z) = Yo G [40]
X(z) 1+G(2)H(2)

X*(s Y(s) Y*@s)
ﬁ): 6(s) _>$__,

— Hi(s)

Sekil 10.5 Kapali-dongii sistem

Bir bagka kapali-dongii sistem formunu diisliniin (Figiir 10.6).
G(s) 'in girdisi 6rneklenmis E*(s) sinyalidir ve ¢iktist Y(s), bundan
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dolay1¥(s)=G(s)E=(s) *dir. H(s)’ten ¢ikan sinyal H(s)v(s) 'tir. Hata
sinyali E(s) boylece asagidaki gibidir:

E(s)=X(s)-H(s)Y(s)=X(s)-G(s)H(s)E *(s)

E(s) E*(s)

X(s) Y(s)
4>®—)$ G(s) >

Sekil 10.6 Kapali-dongii sistem

H(s)

Bu hata 6rneklendigi zaman asagidaki denklem elde edilir:
E *(s)=X *(s) - [G(s)H(s)]* E * (s)

Bu denklemin z-doniisiimiinii alirsak, asagidaki denklemi elde
ederiz:

E(z)=X(z)-GH(z2)E(2)

ve bu nedenle sistemin darbe transfer fonksiyonunu asagidaki gibi
yazabiliriz:

_Y@ __ GR)
"O=Y0 " Trene [41]

Ornek olarak, transfer fonksiyonu 1/s(s + 1) olan tesise sahip Figiir
10.7°de gosterilen kapali-dongii sistemi diisiiniin. ZOH elemani ile
tesisin arasinda ornekleyici bulunmadigindan G(s)=G,ou (5)G,(s) "dir ve

bu nedenle:

1-e ™ 1

s s(s+1)

G(s)=

Kismi kesirler kullanilarak, bu denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:
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G(s)=(1— e*“)(siz—l +L) [42]

Bundan dolay1:

G(z):(l—zl)( : —i+%} [43]

(z-D% z-1 z-e¢
Ormnekleme periyodu 7= 1 s alinirsa, asagidaki denklem elde edilir:

0.37z+0.26
Gy = 237e+026 [44]
z°—-137z+0.37

H(s)=10ldugundan, denklem [42]’yi de kullanarak

G(s>H<s>=(1—e‘“(s%—l+ 1 J [45]

s s+1

X(S) E{S) E'{S}

Y(s)
4@—); Z0H — 6,(s) >

Sekil 10.7 Kontrol sistemi

ve bundan dolayt:

GH(@)=(1-zH) — —L+;TJ [46]

(z-1% z-1 z-e

Ornekleme periyodu 7= 1 s alinirsa, asagidaki denklem elde edilir:
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0.37z+0.26
GH(z) = 23721020 [47]
7" —-137z+0.37

Denklem [41] kullanilarak asagidaki denklem elde edilir:

T(z)= 05377, +0.26 [48]
77 -2z+0.63

Sisteme bir birim darbe girdisi oldugunu varsayalim. Birim darbenin
z-doniisiimii 1 oldugundan ¢ikt1 Y(z) asagidaki gibidir:

0.37z+0.26
Y(z) :2—
77 —-2+0.63

Uzun bolme kullanarak, bu denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:

Y(z) =037z +0.63772 +0.407 > -0.25: 7 +... [49]

Bundan dolay1 ters doniisiim agagidaki ayrik zamanli seriyi verir:

0,0.37,0.63, 0.40, 0, -0.25, ...

Buna ragmen, ¢ikti bir ZOH elemanindan sonra yer aldigindan,
diizeltilecektir ve adiml bir ¢ikt1 verecektir (Figiir 11.8).

08 )—

06 |
Cikti 04

02
Zaman (s)

O 7233 §
02}

Sekil 10.8 Cikt:

z-duzlemi
Darbe transfer fonksiyonu, genelde, asagidaki gibi ifade edilebilir:
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by + b, ..+b, 7"
G(@:L*mzn [50]
ay+az+..+a,z

Bu denklemin kokleri agsagidaki gibidir:

ag+a;z+..+a,z" =0 [51]
ve sifirlar1 asagidaki gibidir:

by +bz+...+b,7z" [52]
Ornek olarak, z/(z-1@-2) darbe transfer fonksiyonunu veren bir
sistem, z = 0°da bir sifira ve z = 1 ve z = 2’de iki kutba sahiptir
(Sekil 10.9(a)). z/(z-1)z2+2z+5) darbe transfer fonksiyonunu veren bir

sistem, z = 0’da bir sifira ve z = 1 ve =-1+ 2 ’de li¢ kutba sahiptir
(Sekil 10.9(b)).

Im
X 12
Im
J\XX —O—X
To1 2 Re 4 ] T Re
(a) X q-2

(b)

Sekil 10.9 (a) z/(z-1)(z-2), (b) 2/(z-1)(Z*-22+35)

Kutup konumu ve gecici tepki

G(z) = 1/(z - 2) darbe transfer fonksiyonuna sahip bir sisteme bir
birim darbe girdisinin uygulandigini diisiintin. Cikt1 bdylece
asagidaki gibidir:

x1

Y(2)=G()X((2)= !
7-2
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Uzun bolme kullanilarak agsagidaki denklemi yazabiliriz:
Y(z)= 2 4222 143 48 4

Bu denklemin tersi 1, 2, 4, 8, ... serisini verir.

Yukaridaki 6rnek reel eksen {lizerinde z = 2’de bir kutba sahip bir
sistem i¢indi. Genelde, eger reel eksen iizerinde z = a’da bir
kutbumuz varsa, ¢ikti, birim darbe fonksiyon girdisi oldugu zaman
asagidaki gibidir:

l,a,az,a3,a4,.....:ak [53]
Farkli a degerleri i¢in ¢iktinin formunu diisiliniin:

1 a pozitif ve 1°den kiigiikse, ¢ikt1 zamanla bozunur, yk]- ca* (Figiir
11.10). Ornek olarak, a=l i¢in, ¢ikt1, 1, 0.5, 0.25, 0.0625,..’d1r.

2 a=1ise, darbe sabittir, yani 1, 1, 1, 1,1, ...’dir (Sekil 10.11).

3 a birden biiyiikse, ¢ikti zamanla biiyiir, yx]= ce* (Sekil 10.12).
Ornek olarak, @ = 2 icin, ¢ikt1, 1, 2, 4, 8, ... °dur.

4 a negatif ve 1°’den kiiciikse, ¢ikt1 salinim yapar ve zamanla
bozunur, yk]=c@* (Figiir 10.13). Ornek olarak, a=Y; igin, ¢ikti,
1,-0.5,0.25, -0.0625, ...’dur.

5 a = -1 ise darbe degisimli sabittir, yani 1, -1, 1, -1, 1, -1, ...’dir
(Sekil 10.14).

6 a, -1’den biiyiikse, ¢ikti salimim yapar ve zamanla artar,
y[K]=c@* (Sekil 10.15). Ornek olarak, a = -2 i¢in, ¢ikt1, 1, -2, 4, -
g8, ... drm.

Im y

NS
N

0 1 Re 0 k

Sekil 10.10 Bozunan seri
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Im y
0 | T re 0 k
Sekil 10.11 Sabit seri
y
Im

Sekil 10.13 Bozunan salinimli seri

Im y
k
- 0 Re 0

Sekil 10.14 Sabit salinimli seri
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Sekil 10.15 Genisleyen salinimli seri

Simdi de, sistem bir ¢ift kompleks eslenik kutba sahipse; bu
sistemin bir darbeye tepkisini diisiinelim. Eger kutuplar, r
yaricapina, o acisina sahipse (Sekil 10.16) z = ¢ dir. Bir birim
darbe girdisi oldugu zaman, ¢ikt1 asagidaki gibidir:

y[k]:Cl(rejay +C2(rej0y [54]
Bu denklem asagidaki gibi yazilabilir:
y[k]: r* (Clrejak + Czrejak) = ar* cos(k@ + @) [55]

Tepki boylece, bir siniizoittir ve Ornekler arasindaki zaman T
oldugundan, frekans ¢/7 ’dir.

Sekil 10.16. Karmasik/kompleks eslenik kutup
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Tepki, kompleks eslenik koklerin konumuna baghdir:

1 7, I’den kiiclikse ve kokler diizlemin sag tarafinda ise; tepki
sontimlemeli siniizoidal bir seridir Sekil 10.17).

2 r, 1 ise ve kokler diizlemin sag tarafinda ise, tepki sabit genlikli
sinlizoidal bir seridir (Sekil 10.18).

3 r, I’den biiyiikse ve kokler diizlemin sag tarafinda ise, tepki
genisleyen sintizoidal bir seridir (Sekil 10.19).

4 r, 1’den kiiciikse ve kokler diizlemin sol tarafinda ise, tepki
soniimlemeli sinilizoidal degisimli bir seridir (Sekil 10.20).

5 r, 1 ise ve kokler diizlemin sol tarafinda ise, tepki sabit genlikli
bir siniizoidal degisimli bir seridir (Sekil 10.21).

6 r, 1’den biiyilkse ve kokler diizlemin sol tarafinda ise, tepki
genisleyen siniizoidal degisimli bir seridir (Sekil 10.22).

r ~

.

0 Re

Yancap\'f'--u

Sekil 10.17 r < [ icin soniimlemeli siniizoidal seri

Yangapt |
Sekil 10.18 » = [ i¢in sabit genlikli siziizoidal seri
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Yanc.apf" R

Sekil 10.19 Genisleyen siniizoidal seri

: :Re
-.\ X “;.

Yarlgalp LIS
Sekil 10.20 Soniimlemeli degigimli siziizoidal seri

Yarigap TR S
Sekil 10.21 Sabit genlikli degisimli siniizoidal seri

- Yan;ap1

Sekil 10.22 Genisleyen sintizoidal seri
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z-bolgesinde kararhhk

Sekil 10.10’dan 10.15’e kadar ve Sekil 10.17°den 10.22’ye kadar
olan sekillerden de anlasilacagi tlizere, ayrik zamanli bir sistemin
kararl1 olabilmesi ve bir darbenin bozunan bir gecici ¢ikti vermesi
icin, kutup z-diizleminin orijininin 1.0 yarigcapt dahilinde olmalidir
(Sekil 10.23). Yaricap: 1 olan bir kutup, marjinal olarak kararli olan
bir sistem verir. Yarigap1t 1.0’dan biiyiik olan bir kutup kararsiz bir
sistem verir.

Kararsiz

Marjinal olarak
kararl

Sekil 10.23 z-diizleminin kararlilik bélgesi

Ornek olarak, asagidaki darbe transfer fonksiyonlarina sahip
orneklem-verili kapali-dongii kontrol sistemini diisiiniin:

1 Gr)=2:z/1z-07)
Ciinkii sistem z = 0.7°de bir kutba sahiptir ve birim yaricapl
¢emberin icine diiser; bu sistem kararlidir.

2 G(z)=(z*-025)z> +0.25)
payda, (z+jos)(z-jo.5 olarak yazilabilir. Boylece, bu denklem,
z=+0.25 "de bir ¢ift kompleks eslenik kutbuna sahiptir. Hepsi de
birim yarigapli cemberin i¢ine diistiiglinden, sistem kararlidir.

3 Gr=4/6+2:-1)
Karakteristik denklem asagidaki kokleri verir:
—2+44+12

===V 033

6
-1.00 kokii birim yaricapli ¢cember iizerine diiser ve bu nedenle
sistem marjinal olarak kararhdir.

4 G)=(z+05)z% +2z+1.25)
Karakteristik denklem asagidaki kokleri verir:
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—2+4J4-
z=#:—1.00ij0.5

kokiin birinin radyal uzunlugu /.00? +0.5> =1.1 oldugundan sistem
kararsizdir.

s-duzlemi ile z-diizlemi arasindalki iliski

z, eTolarak tamimlanir, boylece, s, s-o+jo ifadesi ile
tanimlanabileceginden, asagidaki denklem yazilabilir:
z=eTeT [56]

Boylece, z, 7 biiyiikliigline ve or faz agisina sahip kompleks bir
niceliktir.

Sabit o cizgileri

s-diizlemindeki dikey ¢izgiler (Sekil 10.24(a)), » degisirken, sabit o
degerlerine sahiptir. Z-diizleminde, denklem [56]’da gosterildigi gibi
bu tip cizgiler, » degisirken sabit biiyiikliige sahiptir ve bu nedenle
orijinde bulunan dairelerdir (Sekil 10.24(b)). S-diizlemi i¢in,
diizlemin sol yarisi ile sag yarisinin birbirine boliimii, =0 ¢izgisine
karsilik gelir. Z-diizlemi i¢in, o=o0oldugu zaman .’ -1’dir ve bu
nedenle birim yarigapli ¢ember bu boliimiin esdegeridir.  s-
diizleminde kararlilik i¢in, biitiin kutuplar diizlemin sol tarafinda yer
almalidir. s-diizleminin sol tarafinin tamami, z-diizleminde birim
yarigapli ¢emberin i¢ alanina karsilik geldiginden, biitlin z-diizlemi
kutuplari, kararlilik i¢in, birim yarigapli ¢emberin iginde yer

almalidir.
j Im
8
(- /io\ Re
(a) (b)

Sekil 10.24 (a) s-diizlemindeki dikey cizgiler ve (b) bunlarin z-
diizlemindeki karsiliklar
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Sabit soniimleme frekansi o cizgileri
s-diizlemindeki yatay cizgiler (Sekil 10.25(a)), sabit sonlim frekansi
w’ye sahip bir c¢izgidir. z-diizlemi iizerinde, denklem [56] nin
belirttigi gibi, sabit bir sonliim frekansinin anlami, sabit bir faz agisi
demektir ve bdylece orijin iizerinde dogrusal bir ¢izgi ile gdsterilir
(Sekil 10.25(b)), reel eksene olan agilar 6 =T ’dir.

Ornekleme frekans1 o, =27/T’dir ve bu nedenle sabit faz acisi

B’ya sahip bir ¢izgi i¢in, =T =270/, tir. =0 igin, =0 dir ve
bu nedenle noktalar pozitif reel eksen iizerinde yer alir. @=o,/4
icin, #=x/2=90°"dir ve bu nedenle noktalar pozitif sanal eksen
tizerinde yer alir. @=w,/2 igin, 8=x=180" dir ve bu nedenle noktalar
negatif reel eksen iizerinde yer alir. @=3w,/4 i¢in, =3z/2=270°"dir
ve bu nedenle noktalar negatif sanal eksen iizerindedir. w-w, i¢in,

=2z =360""dir ve noktalar yine pozitif reel eksen tizerindedir.

j Im
— W

(a) (b)

Sekil 10.25 (a) s-diizlemindeki yatay c¢izgiler ve (b) bunlarin z-
diizlemindeki karsiliklar

Sabit soniimleme oran ¢izgileri
Sabit bir s6niimleme orani C i¢in, s-diizleminde sabit 8 agili radyal
bir ¢izgi vardir (Sekil 10.26). { = cos 8 oldugundan (Boliim 7.ye
bakiniz), eger dik agili bir liggen kullanirsak ve Pisagor teoremini
kullanirsak, asagidaki denklemi elde ederiz:
1-¢?

¢

tan@ =

[57]

Sabit bir soniimleme degeri s-diizlemindeki radyan ¢izgi i¢in, sabit
bir gradyan verdiginden, tanf=-w/c dir.
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jw

Sekil 10.26 s-diizlemindeki sabit soniimleme orani ¢izgileri

z-diizleminde
0=aT [58]

ve (denklem [56]) z’nin biiyilikligl r=¢" oldugundan:
Inr

o= [59]

ve bu nedenle agagidaki denklemleri yazabiliriz:
(Inr)/T I

o

1-¢?

Inr=

[60]

Boylece, z-diizleminde, sabit sonmiileme orani ¢izgileri, logaritmik
spirallerdir (Figiir 11.27). Bu spiraller Jury konturlar: olarak
adlandirilir.

1 1

1 L 1 1
-10 080604020 02 04 06 08 10
Re

Sekil 10.27 z-diizlemindeki sabit soniimleme orani ¢izgileri
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Sabit dogal frekans ¢izgileri
S-diizleminde, sabit dogal frekans o, yer egrisi, merkezleri orijinde

bulunan ve yarigaplari », olan esmerkezli dairelerdir (Boliim 7’ye
bakiniz sekil 10.28).

ﬁﬂ
)

Sekil 10.28 s-diizleminde farkli o,/ 0,degerleri icin sabit o, yer

egrisi

z-diizleminde, o, yer egrisi lizerindeki noktalar icin, asagidaki
denklemi yazabiliriz:

z= esT _ e(o‘+ja))T [6 1 ]
Fakat (8.Boliimde, denklem [32] yi hatirlarsak):
0, =0’ + o’ [62]

Boylece, s-diizleminin sol tarafindaki noktalara karsilik gelen
noktalar i¢in, agagidaki denklemi yazabiliriz:

z=eVon-e ot [63]

Sekil 10.29, z-diizleminde, sabit :,yer egrilerinin bazilarim

gosteriyor. yer egrileri gercekte her yerde sabit soniimleme
faktoriine yer egrilerine ortogonaldir, yani dik acilidir.
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3/8

-1 7 1 Re

Sekil 10.29 z-diizleminde farkli o, o,degerleri i¢in sabit o, yer

egrisi

z-bolgesinde kararhhik testleri

Ayrik zamanh sistemlerde kararlilik i¢in, karakteristik denklemin
biitiin kokleri z-diizleminde birim yarigapli ¢emberin ic¢inde yer
almalidir. Bunun sonucunda, kararlilik icin, siirekli zaman sistemleri
icin kullanilan Routh-Hurwitz testi, bu test sistemin biitiin koklerinin
s-diizleminin sol yarisinda yer alip almadigini belirlemek i¢in dizayn
edildiginden; z-diizlemindeki kdkler i¢in dogrudan uygulanamaz.

Bi-lineer doniisiim metodu
Buna ragmen, eger z’yi asagidaki ifadeyle yer degistirirsek, Routh-
Hurwitz testini ayrik zamanli sistemler i¢in uygulayabiliriz:

_l+w [64]

z_
1-w

Bunu yapmakla, biitiin z-koklerinin birim yarigapli ¢gember i¢inde
yer alma kosulu, biitiin koklerin w-diizleminin sol yarisinda yer
almasi kosuluna doniisiir, bu nedenle test, s-diizlemi i¢in kullanilan
Routh-Hurwitz ile ayn1 formata doniisiir.
Bir 6rnek olarak, ayrik zamanli bir sistem diisiiniin:

G- 2L
z7+04z-0.1
Denklem [64]’ii kullanarak z’ler yer degistirirse, asagidaki denklem
elde edilir:
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2(1+w)/1-w)+1
[+ w)1=w)P +0.4(0+w)/(1-w)-0.1
(w3 (1-w)
C13422w+0.5w>

G(w) =

Bu karakteristik denklem icin, asagidaki Routh tablosu
olusturulabilir:

w05 1.3

w'(2.2

w'|1.3

Ik kolonda isaret degisimi olmadigindan, w’nin kutuplarinin tamami
w-diizleminin solunda yer alir. Bunun sonucunda, z’nin kutuplari
birim yarigapli cemberi i¢inde yer alir ve sistem kararlidir.

Jury testi
Bir darbe transfer fonksiyonunun biitiin koéklerinin birim ¢ember
icinde yer alip yer almadigin1 belirlemek i¢in kullanilan bir baska
test, Jury testidir. Bu test icin, karakteristik denklem asagidaki
formdadir:

F(z) :uon Jrulz1 +a2z2 +...+akzk =0 [65]

Bu durumda, asagidaki formda bir tablo olusturulur.

Sira

1 a a; a, as e @, a,
2 a, A, | A, o A, 3 ... @& ag
3 by b by, by ..b,, b,
4 b, b,y b,y b,y .. b by
5 ¢ c c) c3 e Cyp €y
6 c, Chol Cp_n  Cp_z «ev € c
7 dy d dy dy ... d,, d,
8 d, dy, dy, d,; ..d  dg
v.b.

1 Birinci satir, alinan karakteristik denklemin katsayilarini igerir.
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2 Ikinci satir, ayn1 katsayilara sahiptir fakat ters olarak siralanr.

3 Ugiincii satir, sirayla alinmis b katsayilarina sahiptir ve asagidaki
determinant yardimiyla belirlenir:

ay Ay g

[66]

4 Dordiincii satir, bu b katsayilarinin ters olarak siralanmasiyla
olusur.

5 Besinci satir, sirayla alinmis ¢ katsayilarina sahiptir ve asagidaki
determinant yardimiyla belirlenir:

bO bn—l—k

bn—l bk

Cp =

[67]

6 Altinct satir, bu ¢ katsayillarinin ters olarak siralanmasiyla
olusur.

7 Yedinci satir, sirayla alinmis d katsayilarina sahiptir ve asagidaki
determinant yardimiyla belirlenir:

d, = €  Cn-2-k [68]

Cn—2 Ck

8 Sekizinci satir, bu d katsayilarinin ters olarak siralanmasiyla
olusur.

Bu prosediir, satir, ti¢ sayil bir satira indirgenene kadar devam eder.
Jury testi, karakteristik denklemin koklerinin, sadece ve sadece
asagidaki kosullar saglandiginda, z-diizleminde birim ¢ember iginde
yer alacagini ifade eder:
F()>0 [69]
(=" F(=1)>0 [70]

Denklem [70], asagidaki kosula karsilik gelir:

F(-1)>0 [71]
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F(-1)<0 [72]

Bununla birlikte, asagidaki kosullar da saglanmalidir:
lao|<a,  |o|<|burr| eo| <[ena|  |do|<|dus| [73]

Bunu oOrneklendirmek i¢in, asagidaki karakteristik denkleme
sahip bir darbe transfer fonksiyonu diisiiniin:
F(2)=2+22"+192+0.7=0

Denklem [69]’1a saglamasi yapilirsa, asagidaki sonug elde edilir:
F)=1+2+19+0.7=5.6

bu nedenle, F(1), 0’dan biiyiliktiir ve dolayisiyla kararliligin
saglanmasit olanak dahilindedir. Denklem [70]’le saglamasi

yapilirsa, asagidaki sonug elde edilir:
F(-1)=—-1+2-1.9+0.7=-02

bu nedenle (-1’F(-1=02’dir ve bdylece 0’dan biiyiiktiir. Kararlilik
boylece olanaklidir.

Yukarida saglanan kosullarla, katsayr tablosunu olusturarak
kararliligin1 kontrol edebiliriz. Baslamak i¢in, birinci ve ikinci satir
asagidaki gibi yazabiliriz:

Sira
1 0.7 1.9 2.0 1.0
2 1.0 2.0 1.9 0.7

Daha sonra tigiincii satir i¢in olan katsayilar1 hesaplariz:
0.7 1.0

‘ ‘0.7 2.0‘ 0.7 1.9‘

by = =-051 b= =-067 b= -0.5
1.0 0.7 1.0 1.9 1.0 2.0
Olusan tablo asagidaki gibidir:

Sira

1 0.70 1.90 2.00 1.00

2 1.00 2.00 1.90 0.70

3 -051 -0.67 -0.50
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Iceriginin kontrol edilmesi, bizi asagidaki sonuglara ulastirir:
0.7 < 1.0 oldugundan |aj|<a,

-0.51] <[-0.50] oldugundan |p)| <[5, ,|
Boylece, biitiin gereklilikler saglandigindan, z-diizleminde, birim
cember disinda higbir kok yoktur.

Ayrik zamanh sistemlerin kararh hal hatalar

Sekil 10.30°da gosterilen ayrik zamanli kontrol sistemini diisiiniin.
hata sinyal1 e*(¢) asagidaki gibidir:
ex()=x*(t)-y*(0) [74]

veya Orneklemenin bazi zamanlarinda ¢ = kT oldugundan, bu
denklemi asagidaki gibi yazabiliriz:
e(kT) = x(kT) - p(kT) [75]

Ornekleme anlarindaki, kararli-hal hatasi asagidaki gibidir:
el = lim e()= lim e(KT) [76]

z-doniistimiiniin son deger teoremini kullanilirsa asagidaki denklem
elde edilir:
e5s =lim(1-2"E(2) [77]

E(s)=X(s)~ H($)Y(s) = X(s)~ H(s)G, (5)Gzou (5)E *(s) 0ldugundan, darbeler i¢in
sistemi diistinlirsek, Ex(s)=x*(9)-|H)G,(Gous)|*E*» elde edilir ve bu

nedenle tekrar diizenlendiginde ve doniisiimii alindiginda asagidaki
denklem elde edilir.

_ X(2)
E@= 1+|HG ,G 505 [ 7) 78]

E(s) E*(s)
— ZO0H —1 G,ls)

T H(s)

Sekil 10.30 Ayrik zamanli kontrol sistemi

X(s) Y(ri
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Boylece, denklem [77] asagidaki gibi yazilabilir:

T _ -1 X(z)
exs—llgll(l z )[m} [79]

Bir adim girdisi icin kararh-hal hatasi

Sistemin girdisi, bir birim adim fonksiyonu oldugu zaman,
X(z)=z/z-1 dir. Sadelestirmek i¢in, birim geri besleme durumunu
varsayalim; denklem [79] asagidaki denklemi verir:

¢!, =lim : S [80]
11+ GpGrog(z)  1+1mG,G4o4(2)
-1

Adim-hata katsayisint asagidaki gibi tanimlanirsa:
K, = imG,Gon (2 [81]

asagidaki denklem elde edilir:
P [82]

sS *
1+Kp

Tesisin transfer fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir:

(8+2)(5+2)--(S+2p)
G (s5)=K &3
O = PG+ P pa) [83]

Eger orijinde a tane sifir ve b tane kutup varsa denklem [83], j=b-4

olmak tizere, asagidaki gibi yazilabilir:
€s+z1)(s+z2)...(s+zm,a) [84]
s/ (s+ p)(s+py)(s+ Py_y)

G,(s)=K

Darbe transfer fonksiyonu 6,6, (s) bdylece asagidaki gibidir:

(s+2)(5+22) S+ Zp_g) - ™

G,Gzon(s)=K—
i sI(s+ p)(s+py)(s+puy) S

ve boylece:
G ,Gzon(2)=(1-7"")x
(s+2)(5+2)(542,_,) 1-eT nin z-doniisiimi

s s+ p)(s+py)(s+puy) S

[85]

Tip O olan bir sistem i¢in, j = 0’dir ve bu nedenle denklem [85]
asagidaki forma doniisiir:
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G,Gzon(2)=(1- 7 )x

K (S+2)(5+22) (5 +2p_,) 1—e T 1IN Z-donusumu

sT(s+p)(s+py)(s+pyy) S

[86]

Kismi kesirler kullanilirsa, denklem [86]’y1 asagidaki gibi
yazabiliriz:
G ,Gon(2)= (-2 )X + sifir olamayan kutuplar i¢in gerekli terimlerin
z-doniistimii:
= —z*‘)(Lzl+ sifir olamayan kutuplar i¢in gerekli terimler
.

=K+ (z—_lj sifir olamayan kutuplar i¢in gerekli terimler

[87]

Sifir olmayan kutuplar i¢in gereken terimler, paydalarinda (z - 1)
icermeyeceginden, denklem [81]’le verilen adim hata katsayisi
asagidaki gibi olacaktir:

K,=K [88]
1/1+K) birim adimi i¢in, bdylece bir kararli-hal hatas1 vardir.

Tip 1 olan bir sistem, transfer fonksiyonunun paydasinda s* terimini
icerir, bundan dolay1 darbe transfer fonksiyonunda (-1 terimini
icerir. Bunun sonucunda, adim-hata katsayis1 sonsuzdur ve kararli-
hal hatas1 yoktur.

Bir rampa girdisi icin kararh-hal hatasi
Girdi birim rampa fonksiyonu oldugu zaman, yani x(¢) = ¢, denklem
[79], birim geri beslemeyle, asagidaki kararli-hal hatasini verir:
. T
"G00+ 6, G0 ()

— [89]

Toz-1
lim == GG zon (<)

5
eSS

Rampa-hata katsayisin1 asagidaki gibi tanimlariz:

.oz—1
Ky =lim =G .G 0, (2) [90]
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ve bu nedenle:

* 1
Cs5 = K* [91]

s

Onceki béliimde adim girdisinde oldugu gibi, rampa-hata katsayisini
farkli tip numarali tesisler icin belirleyebiliriz. Tip 0 olan bir tesis
icin, rampa-hata katsayisi 0’dir ve bu nedenle kararli-hal hatasi
sonsuzdur; tip 1 olan bir tesis ile, rampa-hata katsayis1 K’dir ve bu
nedenle kararli-hal hatas1 1/K’dir, daha yiiksek bir tip numarali
tesisler i¢in, rampa-hata katsayilar1 sonsuzdur ve bu nedenle kararli-
hal hatasi sifirdir.

Parabolik bir girdi icin kararh-hal hatasi
Parabolik bir girdi i¢in, x(¢f) = £, denklem [79], birim geri
beslemeyle, asagidaki kararli-hal hatasini verir:
er, = lim—— T*(:+1) [92]
21 (E=D)7(1+G,Gzop (2)
2

=lim 3
71 (z — 1)
72 GG zon(2)

Parabolik-hata katsayisini asagidaki gibi tanimlariz:

2
K. =lim (szl) G,G 200 (2) [93]

ve bu nedenle:

o 2
Css = K* [94]

s

Adim girdi boliimiinde oldugu gibi, parabolik-hata katsayisini farkl
tip numarali tesisler icin belirleyebiliriz. Tip 0 ve tip 1 olan tesisler
icin, parabolik-hata katsayis1 0’dir ve bu nedenle kararli-hal hatasi
sonsuzdur, tip 2 olan bir tesis ile, parabolik -hata katsayis1 K’dir ve
bu nedenle kararli-hal hatas1 1/K’dir; daha yiiksek bir tip numaral
tesisler icin, parabolik-hata katsayilar1 sonsuzdur ve bu nedenle
kararli-hal hatas1 sifirdir.

Ayrik zamanlh bir sistemin frekans tepkisi

Onceki boliimlerde anlatilan frekans bolgesi analiz metotlari, ayrik-
zamanli kontrol sistemleri i¢in genisletilebilir. Ayrik zamanlh
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sistemlerin frekans tepkilerini belirlemek i¢in, 6rnekleme periyodu T
ile bir sinilizoidi ornekleyerek elde edilen ayrik zamanli bir girdi
kullanabiliriz. Siirekli zaman sistemlerin frekans tepkisi, transfer
fonksiyonunda, s yerine jo yazilarak elde edilebilir. z=¢7
oldugundan, ayrik zamanli bir sistemin frekans tepkisi, darbe

transfer fonksiyonunda, z yerine ¢/®" yazilarak elde edilebilir.
Ornek olarak, darbe transfer fonksiyonu (:*>-0.25)z%+0.25) olan bir

sistemi diisiiniin. z yerine et yazilirsa, asagidaki darbe frekans
tepkisi elde edilir:

G(e M)_ e —0.25
T o7 25

Daha sonra, basit bigimde ¢/ -cosar+jsnar olarak yazilan Euler
denklemini kullanabiliriz ve bdylece yukaridaki denklemi asagidaki
gibi yazabiliriz:
G(ej'”r)— cos2@T —0.25 + jsin 2T
cos2wT +0.25 + jsin 20T

Tepkinin blyiikliigli ve faz acis1 daha sonra olagan yollardan
belirlenebilir.
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11.Bilgisayar kontrol sistemleri

Bilgisayar kontroli

Asagidakiler, bilgisayar kontrol sistemlerini tanimlamada kullanilan
bazi terimlerdir:

1 Dogrudan dijital kontrol
Bu terim, tesisi kontrol etmek icin ¢alistiricilara uygulanan
kontrol sinyalini hesaplamak icin, kontrol sistemlerinde dijital
bilgisayar kullanimini agiklar.

2 Gergek-zamanli sistemler
Gergek-zamanli  bilgisayar kontrolii: bilgisayarin, tesisten
girdileri okuyup, bilgisayar sistemi yerine tesisin operasyon
bilgilerine gore belirlenen zamanlarda kontrol sinyali gonderdigi
durumdur. Bilgisyar tarafindan yiriitilen islem, harici
islemcilerin zaman 6l¢eklerine dayanr.

3 Yerlesik bilgisayarlar
Yerlesik terimi, bilgisayarin tek basia degil; bir ger¢cek zamanh
kontrol sisteminin bir eleman1 oldugunu anlatir. Bilgisayar,
kontrol sistemine yerlestirilmistir.

Dogrudan dijital kontrol kurah dizayni
Dogrudan dijital kontrol kurallar1 iki temel yoldan belirlenebilir:

1 Stirekli bolge dizayni
Bir siirekli zaman kontrol sistemi ig¢in siirekli bir kontrolor
dizayn edin ve daha sonra bunu bir ayrik zaman kontrol yasasina
yakinsatin. Bu kontroldr i¢in G(s)’1 bulmay1 ve daha sonra dijital
kontrol dizaynin1 tamamlamak i¢in sonucun ayrik hale
getirilmesini igerir.

2 Dijital dizayn
Sistemi dogrudan ayrik zamanli bir kontrol sistemi olarak
diistiniin ve dijital bir kontrolor dizayn edin. Kontroloriin
G(z)’sini dogrudan elde etmek icin sistemin ayrik zaman
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modellemesini icerir ve bunun sonucunda dijital kontrol dizayni
tamamlanir.

Siirekli zaman kontrolorlerinin dijital implamantasyonu
Kullanilabilecek bir metot, Ziegler ve Nichols’tur. Onlar, bir tesisin
bir zaman gecikmesiyle birinci-derece bir elemanin seri gosterimi
seklinde ifade edilebilecegini savunurlar ve bu nedenle asagidaki
transfer fonksiyonu ile T zaman gecikmesi ve T zaman sabiti olmak
iizere, ifade edilebilecegini savunurlar:

G(5) = HKST [1]

PID kontrol i¢in, kontrolor asagidaki transfer fonksiyonuna sahiptir
(denklem [28], 8. Boliim):
Gc(s):Kp(1+%+Tds] [2]

i

Ziegler ve Nichols k,, 7, ve 7, degerlerinin, bir sistemin bi birim
adima girdiye verdigi tepkiden belirlenebilmesini (Tablo 8.2’ye
bakiniz) saglamak i¢in veya denklem [1]’de wverilen transfer
fonksiyonuna sahip bir sistem tahmini yapilabilmesi icin bir takim
kurallar olusturdular. Sekil 11.1’deki L denklem [1]’deki zaman
gecikmesi 7T"yi veriyor, sekildeki 7 denklem [1]’deki zaman
gecikmesi 1’y1 veriyor ve figiirdeki M denklem [1]’deki kazang K’y1

veriyor.

Test sinyali %

e o
T

=

Gikhi %

0 i —— Zaman

Sekil 11.1 Birim adim tepkisi
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O halde, denklem [2]’yi ayrik esdegerine doniistiirmek igin,
dolayistyla dijital kontrolor tarafindan olusturulacak algoritmay1
bulmak icin, 9.Bolim’de verilen tiireve ve integraller icin
yakinsamalar kullanabiliriz.

Siirekli zaman kuralinin yakinsamasi

Ziegler ve Nichols metoduna bir alternatif metod olarak, kontrolor
icin gerekli olan transfer fonksiyonunun, kontrol sisteminin istenilen
karakteristikleri, yani gerekli yiikselme miktar1 ve yerlesme
zamanini vermesi i¢in diizenlenmesidir ve daha sonra transfer
fonksiyonunun G(z)’ye donistiiriilmesidir. Bu daha sonra dijital
bilgisayar icin gerekli algoritmaya doniistiiriilebilir.

Ornek olarak, Sekil 11.2°de gosterilen rneklem verili sistemi
diisiiniin. Her 6rnekleme aninda bilgisayar, tesis ¢iktisindan, analog-
dijital dontstiiriicii (ADC) yardimiyla 6rnek aliyor ve drneklenmis
cikti degerini olusturuyor. Daha sonra bu degerler, ayrik girdi
degerleri ile birlikte, bilgisayar tarafindan, gerekli kontrol
kurallara gore istenilen diizeltme sinyalinin vermesi i¢in, isleme
sokuluyor ve bu sinyal tesisin siirlilmesi i¢in dijital-analog
doniistiiriicii yardimiyla (DAC) tesise gonderiliyor.

Kontrol kurali
9 DAC [ Tesis T
ADC

Sekil 11.2 Orneklem-verili kontrol sistemi

Tesisin birinci-derece, zaman gecikmesi olmayan bir sistem
oldugunu varsayalim, yani:

6,5 =—] 3]

1+s7

Bu, DAC ile seri baghdir ve transfer fonksiyonu bir ZOH’nin
transfer fonksiyonu olarak diisiiniilebilir, yani (1 — e”*)/s. Bu ikilinin
darbe transfer fonksiyonu bdylece asagidaki gibidir:

-

"nin z-dontsimii
s(1+s7)

G(z) :{
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1
s(1+s7)

=(1-z7) { } "nin z-doniisimi

—T/T)

:z—l z(l—e [4]

2 (z-Dz-e ")

1 s’lik bir zaman sabiti ve 0.25 s’lik bir 6rneklem periyodumuz
oldugunu var sayalim. O zaman:

0.221
D= o [5]

Orantil1 kazanci K olan bir siirekli zaman kontrolii ile esdeger bir
kontroldr verecek bir ayrik zamanli kontroldr kullanmak istedigimizi
diigtinlin.  Sistemin kapali-dongii darbe transfer fonksiyonu 71(2)
asagidaki gibidir:

KG(z)  0221K 6]

T(z) = =
1+ KG(z) z-0.779+0.221K

Sistem sadece bir kutba sahiptir ve bu kutbun yeri agagidaki gibidir:
2=0.779-0.221K [7]

K degerinin se¢ilmesiyle, bu kutbun z-diizleminin reel ekseninin
neresinde bulundugunu belirleyebiliriz. Sekil 11.3 kdk yer egrisini
gosteriyor. Kutup, bir darbe girdisi i¢in, 0 ile 0.79 arasinda ise,
sistem kararlidir ve zamanla bozunan bir darbe serisi verir, kutup
0’daise, K =0.779/0.221 =3.52"dir. Sistem kararl1 olacaktir ve 7(s)
= 0.779/z seklinde bir darbe transfer fonksiyonuna sahiptir. Bu,
sadece bir ornek gecikmeli bir sistemi tanimlar. Boylece bir darbe
girdisi i¢in, sadece bir tane ornek periyotlu gecikmis darbe c¢iktisi
olacaktir. Bu tip bir tepki, deadbeat (6lii vuruslu) olarak adlandirilir.
Kutup 0 ile -1 arasinda ise, sistem hala kararlidir. Buna ragmen,
kutup -1’de ise, sistem marjinal olarak kararli duruma doniisecektir.
Bu durum, -1 = 0.779 — 0.221K oldugu zaman gerceklesir ve bu
nedenle K = 8.05’tir. bu degerin iistiindeki bir kazang artis1, kutbun -
I’in gerisine diismesine sebep olur ve bu nedenle kararsizlikla
sonuclanir.
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LV
'K U 0719 T Re

Sekil 11.3 Kok yer egrisi ¢izimi

Dijital kontrolor tasarimi

Herhangi bir siirekli zaman kontrolér kuralina dayanmayan bir
dijital kontrolor tasarimini diistiniin:

1 Bir birim adim girdisi i¢in gerekli kapali-dongii tepkisini
belirleyin.

2 z-dOniisiimiinii elde edin.

3 Birim adim girdisi i¢in, bu ¢iktiy1 saglayacak kapali-dongti darbe
transfer fonksiyonunu belirleyin.

4 Dolayisiyla kontroloriin darbe transfer fonksiyonunu belirleyin.

Deadbeat kontrolorii

Yukaridakine bir 6rnek olarak, 6li darbe, olii vurus tepkisini
verecek bir kontrolor tasarimini diisiinelim. Bu tip bir tepki, ¢iktinin
birim adim girdisini tam olarak takip ettigi tepkidir fakat bir
ornekleme periyodu gecikmis haldedir. Cikt1 Y(z) boylece asagidaki
gibidir:

[8]

_ 1
Y()=—g e
z-1 z—-1

Bu c¢iktiy1 verecek, kapali-dongii darbe transfer fonksiyonu 7(z)
boylece asagidaki gibidir:
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Y(z) 1/(z-1) 1
T(z)= = == 9
=¥ "Dz %]

1(z) asagidaki gibi oldugundan:
1(z) =G D0E
1+G,.(2)G(z)

0 zaman:

- 10
R ) 7 0]

ve bu nedenle, denklem [9] kullanilirsa:
1

i = ) i
Ornek olarak, eger asagidaki fonksiyona sahipsek (denklem [5]’e
bakiniz):
0.221
&= o
0 zaman:
=gt [12]

Yukaridaki 6rnek, drnekleme zamanlar1 arasinda istenmeyen gegici
salinimlara yol agan bir kontrolor dizaym olabilir. Ornekleme
noktalar1 arasinda sistem acik dongii ¢alistigindan, gecici salinimlar,
sistemin acgik-dongii transfer fonksiyonundan bulunabilir. Yiksek
dereceli siirekli-zaman agik-dongili fonksiyonu olan, birinci-derece
kapali-dongii darbe transfer fonksiyonuna sahip bir sistem elde
edebiliriz; bunun sebebi, darbe transfer fonksiyonunun kutuplari ve
sifirlart iptal etmesidir.

Dahlin kontrolorii

Dabhlin kontrolorii, bir adim girdisine tistel bir tepki lireten deadbeat
kontroloriiniin bir modifikasyonudur ve bu nedenle istenmeyen
gecici salinimlar yok edilerek daha diizgiin bir tepki verir. Sistemin
bir birim adim girdisine verdigi tepki boylece, a bir sabit olmak
tizere, y(£) = (1 - ¢*)’dir. Bdylece:

(1-eT);
V()€ )% 13
A s [13]
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Kapali-dongii darbe transfer fonksiyonu bdylece asagidaki gibidir:
Yz (-e“Ty; z-1

T = =
@ X@) (z-eTyz-1 z

aT

1-e”
= 14
z—e T [ ]

1(z) asagidaki gibi oldugundan:

T(z)= G, (2)G(z)
1+G.(2)G(z)
0 zaman:
@ [15]

R (P ey 7

ve bu nedenle:
aT

l-e

GAZ)?[W [16]
Kalman kontrolorii
Kalman  kontrolorii, deadbeat kontroloriiniin  bir  baska
modifikasyonudur. Kalman, eger bir sistemin derecesi birden
biiyiikse ve sistemin bir oOrnekleme araliginda yerlesmesinin
mimkiin olmadig1 durumlarda; sistemin daha biiyiik fakat sonlu
sayida araliklarda yerlestirilebilmesinin miimkiin oldugunu ve
gerekli olan aralik sayisi sistemin derecesine esit oldugunu soyler.
Asagidaki gibi bir birim adim girdisi oldugunu disiiniin:

X(z)=z/z-D=1/1-z") [17]

Ikinci-derece bir sistem diisiiniin, gerekli tepki Y(z), iki ardisik
ornekleme araligindan sonra birim degere ulasan bir tepkidir.
Boylece, bu tepki 0’da baslayacak, bir 6rnekleme araligindan sonra
bir a degerine ulasacak ve iki Ornekleme aralifindan sonra birim
degere ulasacaktir, boylece,

Y(z)= 0+az ' +1z72+1z7°3 + ... [1 8]

Kapali-dongii transfer fonksiyonu bdylece denklem [17] ve [18]’le
verildigi gibi olacaktir:

T(z):%:(lfz’l)(az’1 +22+7 40 [19]
=az '+ e -
—az +(1-a)z? [20]
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Kontrolor ¢iktis1 U(z) agsagidaki gibi olmalidir:
U =B+r '+ +7+... [21]

Denklem [17] ve [21], asagidaki denklemi verir:

%: ! —z_l)(ﬂ+7z_| +72477 +..)
=B+ i B g - =B (- B (-3
[22]

Bunu Q(z) olarak gosterelim. A¢ik-dongii transfer fonksiyonu veya
tesisin transfer fonksiyonu, birim geri beslemeli oldugunda,
asagidaki gibidir:

Y@ _YG&) X@) _T@) [23]

U X(() U@ 0(2)

_ zlz7]-¢—(1—¢1)z72 - [24]
B+(y-Bz ' +(1-y)

G(z)=

a, B ve v degerleri boylece denklem [24]’teki katsayilarla tesisin
gercek darbe transfer fonksiyonundaki katsayilar karsilastirilarak
belirlenebilir. Denklem [24]lin pay payindaki katsayilarin bir
olduguna dikkat edin ve bdylece, gercek darbe transfer fonksiyonu
uygun bir faktorle 6lgeklendirilmelidir, boylece bu katsayilar da bire
esitlenmelidir. Ornek olarak, asagidaki darbe transfer fonksiyonuna

sahip birim geri beslemeli bir sistem diigiiniin:
Gy = 05+022
(z-0.D(z-02)

Bu denklem, asagidaki gibi yazilabilir:

0.5+0.227 022771405772
Gl)=— T2
z°-03z+0.02 z7°(z°-0.3z+0.02)

Katsayilar, pay katsayilarinin toplaminin tersiyle ¢arpimi yapilarak
Olceklendirilmelidir; yani 1/0.72. Bdylece:
6(0)= 0.3057”" +_lo,695z‘2 _

1.39-0.417z"' +0.028z
Denklem [24] ile karsilastirildiginda, a=0305 , g=139 ve y=0972 dir.
1(z), asagidaki gibi oldugundan:

G.(2)G(2)
1+G.(2)G(z)

T(z)=

0 zaman:
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- 25
O roke [25]

ve bu nedenle:
__ TPk _ 02 26
O ke 110 [26]
_Bry =P+ -y [27]

l—az ' - (1 —al)z_2

Dolayistyla, yukaridaki 6rnek igin:
-1 2 .
139 0.417:/.1 002857 i
1-0.0305z™" ~0.695z"

Gc(z) =

Ayrik kontrolor transfer fonksiyonlarinin
programa c¢evrilmesi

Ayrik kontroldr darbe transfer fonksiyonu sabit carpanlar ve birim
gecikmeler igeren bir fark denklemine doniistiirtilmelidir; fark
denklemi, daha sonra programa doniistiiriilebilir (9.boliimii bunu
ornekliyor). Ozel bir transfer fonksiyonu bir takim alternatif
gosterime sahip olabilir. Kullanilabilecek metotlar agagidaki gibidir:

1 Direk Metot
z"de iki polinomun oram seklinde ifade edilebilen kontrolor
girdisi Y(z) ve ¢iktist E(z) asagidaki gibi oranlanabilir:
i"jzfj

Y(z2) Jj=0
G(z)= = 28
@=E@ LY by (28]

Eger, denklem [28]’1 diizenlersek, asagidaki denklemi elde
ederiz:

()[z,,]m[z]

j=1 J=0

Y(2)= E(z)( ia,-zj]Y(z)[ibjzj]
Jj=0 j=1

ve dolayisiyla asagidaki fark denklemi elde edilir:
yi= éal-e,-_j - ilbjy,-_j [29]

Ornek olarak, asagidaki fonksiyona sahipsek:
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2

Yz 1

G.(7)=—2L =
(2) EG) 1.7

Direk metodunu uygularsak asagidaki denklemi elde ederiz:
Y()(1-2")=E(2)
Y(2)=E@)+2 ¥ ()

ve bu nedenle, z'! ile carpmak, birim zaman gecikmesi demek
oldugundan, fark denklemi asagidaki bicime dontistir:

Yi=ei+yi

Daha ileri bir 6rnek i¢in, elimizde asagidaki fonksiyon varsa:
1.39-0.41777" +0.028772
1-0.305z" - 0.6957*

Gc (2)=

denklem [29] uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir:

i =1.39; —0.417¢;_; +0.028¢;_, +0.305y;_; +0.695y;_»

Ara degiskenle direk metot
z"de iki polinomun oram seklinde ifade edilebilen kontrolor
girdisi Y(z) ve ¢iktist E(z) asagidaki gibi oranlanabilir:

i"jzfj
R e [30]
(z) 1+ ijz—/
=l

P(z) gibi yardimci bir degiskeni asagidaki gibi yazarsak:
Y@ _ &
m = JZZI ]Z J [3 1 ]

Denklem [30], agsagidaki gibi yazilabilir:

P& 1 [32]
E@ o, fbjz*f
j=1
Denklem [31]’de verilen fark denklemi, asagidaki gibidir:
y=Sap [33]
j=0

ve denklem [32] ile, asagidaki elde edilir:
pi=e; —ibjl’i—j [34]
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Ornek olarak, eger asagidaki fonksiyona sahipsek:

1.39-0.4177" +0.028772

G.(2)=
¢ 1-0.305z~" —0.6957 2

iki fark denklemi asagidaki gibidir:
¥ =1.39p;, —0.417p, | +0.028p;_,
pi=e;—0305p; 1 —0.695p;_,

3 Paralel metodu
Bu metotla, darbe transfer fonksiyonu, kismi kesirlerine ayrilir
ve her bir kesir i¢in fark denklemi bulunur. Bu fark denklemleri,
toplam c¢iktinin, her bir daldan gelen ¢iktinin toplanmasiyla elde
edildigi agin paralel kollara karsilik gelir. Boylece, eger Gc(z)
icin, A(z), B(z) ve C(z) kismi kesirlerine sahipsek; ag, Sekil
11.4’te verildigi gibidir.

A2)

Ez) > 8¢) Yz)

> C(2)

Sekil 11.4 Paralel Ag

Ornek olarak, asagidaki darbe transfer fonksiyonuna sahip bir
kontrolor diistiniin:

1+1.477"
(1-04zH1+0.5:7")

Gt(z) =

Bu fonksiyon asagidaki kismi kesirleri verir:
2 1

G.(2)= -
¢ 1-0.4z7" 1+0.577"

ve dolayisiyla fark denklemleri asagidaki gibidir:
a; =2e +0.4a;_;
by =—e;+0.5b;_,
yi=a;+b;
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4  Seri metodu
Eger, darbe transfer fonksiyonu, bilesenlerine ayrilirsa, bu
fonksiyon birbirine seri bir sira elemanlarla gdsterilebilir,
cogunlukla bu gosterim, kaskat olarak tanimlanir. Boylece, eger,
G(z) = A(2)B(2)C(2) ise, G(z)’yi ifade eden ag, Sekil 11.5’te
gosterildigi gibidir.

£
L wer ol ) o] con "

Sekil 11.5 Seri ag

Ornek olarak, asagidaki darbe transfer fonksiyonuna sahip bir
kontrolor diistinelim:

-1
Gole) =tz )
(1+0.5:H1+0.4z7

Bunu, dort seri eleman olarak diisiinebiliriz:
a(z)=4
B(z)=1+7"

C)=—
1+0.5z

D(z)=

140477

a, b, ¢ ve d, bu bloklarin ¢iktilar1 ise, kontrolor girdisi e ve
kontroldr girdisi y ile bu denklemler asagidaki gibi yazilabilir:

a; =4e;
b;=a; +a;_,
c¢; =b; —0.5¢;_;

d;=c;-04d; ; VC€Ya y;=¢;-04y;

Ornekleme araliginin se¢imi

Uzun bir 6rnekleme araligt secmek demek, Ol¢iimler arasindaki
zaman arttigindan, 6l¢liimleme yiikiinlin azaltilmas1 anlamina gelir.
Bu, ayn1 zamanda hizli bir analog-dijital donistiiriicii gereksinimini
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azaltir. Buna ragmen, ornekleme araligindaki bir artig, Ornekler
arasindaki  boslukta isleme sokulmayan girdi degisimleri
olabileceginden dolay1, kararsizliga, bilgi kaybina ve sistemin
algoritmasinda dogruluk kaybma yol agabilir. Siirekli zaman
formundan elde edilen bir kontrol algoritmasinda, Ornekler
arasindaki zaman, ne kadar biiyiikse, ayrik oérneklerin siirekli zaman
formunu tekrar etmesinin dogrulugu o kadar az olur.

Eger ornekleme araligi, azaltilirsa ve ¢ok kiigiik yapilirsa, komsu
ornekler arasindaki fark, ¢ok kiiciik olur. Buna ragmen dijital
sistemler, sonlu sayida bir kelime uzunluguna sahiptir ve bu nedenle
ve sinyalin ¢oziimlenebilecegi fark icin bir limit vardir. Boylece,
eger ornekleme araliginin azaltilmasinin yararh etkileri diisiiniiliirse,
dijital sistemin kelime uzunlugunu arttirmak gerekir.

(:_')rnekleme araligimi belirlemek icin deneysel kurallar
Ornekleme araligmi belirlemek i¢in, kullanilan deneysel kurallar
asagidaki gibidir:

1 Dominant tesis zaman sabiti
Ornekleme araligi, baskin tesis zaman katsayisinin onda biri
biiytikliigiinde secilir.

2 Ziegler-Nichols tesis modeli varsayimi
T zaman gecikmesi ve 7 zaman sabit olmak iizere, tesisin
asagidaki acik-dongii transfer fonksiyonuna sahip oldugu
diistindilir:
—sT

G(s)=2

1+s7

Genelde, ornekleme periyodunun 0.057 ve 0.037 arasinda
olmasi Onerilir ve ¢cogunlukla 0.257 kullanilir.

3 Kapali-dongii performans gereklilikleri
Eger, kapali-dongii bir kontrol sistemin yerlesme zamaninin 7
olmas: isteniyorsa, ornekleme araligi Ty/10°dan kiigiik olmalidir.
Eger sistemin dogal frekansinin w, olmasi isteniyorsa, 6rnekleme
aralig1 211/10 w,’den biiyiik olmalidir,
yani Ornekleme frekanst dogal frekanstan 10 kat biyiik
olmalidir.
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Kontrol dongiisiindeki mikroislemci

Sekil 11.6, kontrolor i¢in bir mikroislemci kullanildigt bir tesis
kontrol sisteminin temel 6zelliklerini gosteriyor.

Sinyal durumu

Anal
bo{ o [of se e
Dijital |
> senséir SC
Tesis
- Galitinici EC-EC-
Agik-kapal
‘d(;ahslmcm sC
RAM T
veya [ ®] Miko g'kr::”
ROM iglemci -
h:?hzam‘— SIMC | arayiizi
Saat Klavye —p
Monitdr

Sekil 11.6 Bir mikroislemci iceren kontrol dongtisti

Sensorler, termokuplor (1silgift), voltmetre (gerilimolger),
sicaklik resistans (direng) elemanlar tarzinda goézlenen degiskenin
biiyiikligiine bagli sinyal veren bir aygittir. Bu tip aygitlar i¢in
sinyal kosulu bir islemsel amplifikatorle olusturulan Wheatstone
kopriisti gibi bir devredir. Sinyaller analogtan dijitale ADC ile
dontistliriilmelidir. Birden fazla sensér bulundugu zaman, ayri bir
ADC kullanmak yerine bir ¢oklama/multipleks kullanmak daha
uygundur ve boylece, ¢oklayici/multiplekser’in girdi kanallari,
ADC’ye sinyal verecek bigimde secilir. Sekil 11.7, bu islemin temel
yapilandirmasini gosteriyor.

311



Kontrol Sistemleri Notlari-Giris

Sensdrlerden gelen girdiler

Kanal
segme
sinyali
Dénisimin I~ Ornekle ve

tamamlandigini tut sinyali
belirten 4 T
sinyal Dondglimi

baslatan sinyal
Girdi/gikt arayiizi

Mikro-iglemci

Sekil 11.7 Analog girdi sistemi

Baz1 sensorler agik veya kapali olan devre anahtari olabilir. Bu
durumda, sinyaller, mikroislemci tarafindan sec¢ilmeden dnce i¢inde
depolandigi bir yazmaca gonderilmelidir. Sekil 11.8, bu
diizenlemeyi gosteriyor.

Tesis
2;',2?;?;:%:? “y \tziaj y  Segmesinali
Girdi/
glrz:ﬁzu Etkinle;tri];rgﬁ
Mikro-iglemci

Sekil 11.8 Dijital girdi sistemi
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Analog calistiricilar kullanildiginda, yani motor veya isitma
elemani, mikroislemci ¢iktisi dijital oldugundan, ¢iktiyr analoga
doniistirmek i¢in bir DAC kullanilmalidir. Daha sonra sinyal
kosullamasi olarak, calistiricty1 isletmek i¢in, belki, analog sinyal
yeterli bi¢imde yiikseltgenebilir. Sekil 11.9 analog calistirict
sistemlerin temel elemanlarini1 gosteriyor. Calistiricilar, yani roleler,
kullanildig1 zaman, sistemin temel formu Sekil 11.10°da gdsterildigi
gibidir.

Gahistincilar ve tesis

I S

DAC DAC DAC
T T T T (T T Segme sinyali

Girdi/cikti araylzi

Mikro-iglemci

Sekil 11.9 Analog ¢ikti sistemi

Galistiricilar ve tesis

Dijital sensorlerden o
gelen sinyaller f T T f f Segme sinyali

Yazmag ¢ '
Girdi/
ikt S
arayilzi Etklnlegllrmg
sinyali
Mikro-iglemci

Sekil 11.10 Dijital ¢ikti sistemi
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Programlanabilir lojik/mantik kontrolorleri

Programlanabilir mantik kontrolérleri (PLC), komutlar1 depolamak
ve tesisi kontrol etmede, mantik, siralama, zamanlama, sayma ve
aritmetik gibi fonksiyonlarin uygulamasi i¢in programlanabilir bir
hafiza kullanan mikroislemci-tabanli bir kontrolordiir. Mantik ve
devre anahtar1 islemleri uygulamalarinda, programlama temel
alindigindan, mantik terimi kullanilmistir.

Omekleme amaciyla: A girisi agildiginda, A ¢ikisindan sinyal
alinacaktir; A veya B girisi acildiginda, B ¢ikis1 gozlenir; A girisi
acildiginda, A ¢iktis1 kapanmadan once 10 s’ligine agilir; A ¢iktist
10 defa acildiginda; A ¢iktis1 gozlenir gibi kontrol islemlerini
gerceklestirmek i¢in kullanilir. Sekil 11.11 bir PLC sisteminin temel
formunu gosteriyor.

Programlama
aygiti
I
— ¥ Girdi |—p» ENIeng
—P ana- Islemi ara- 9
—ip{ yilzii [€ yiizii [
Giig kaynag

Sekil 11.11 PLC sistemi

PLC’leri programlamada yaygin olarak kullanilan metod, ladder
(merdiven) diyagramlarint kullanmaktir. Bir program yazmak,
paralel giic hatlar1 arasinda, her biri kontrol operasyonunun bir
islemini belirtmek {izere, merdiven sebekesi basamaklarinda yer alan
bir dizi devre anahtar1 i¢in devre ¢izmekle esdegerdir. PLC, bu
basamaklari, soldan saga okur ve bastan sona inceler. En alt ugtaki
basamaga geldiginde, merdiven sebekesinin en iistiine geri doner.
Her bir basamak, bir girdi veya girdilerle baslar ve en azindan bir
ciktiyla sona erer. Girdilerin, ¢ift baglantilarla gosterildigi
diistintilebilir ve normal konumlarinda gosterilirler. Bu nedenle bir
giris, normalde kapali olan bir giris, agik baglantiyla gosterilebilir ve
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normalde agik olan bir giris de kapali baglantilarla gosterilebilir.
Sekil 11.12 kullanilan temel sembolleri gosteriyor.

- - -O- -

Normalde girdi  Normal bir Gkt Ozel
yok girdi var komut

Sekil 11.12 Temel merdiven sebeke program sembolleri

Girdi A Girdi B Gikti A

Bitig

Sekil 11.13 Cikt1, A ve B girisi a¢ildiginda olusur.

Girdi A Girdi B Cikti A

Bitis

Sekil 11.14 Cikti, A girdisi acildiginda, B girdisi kapandiginda
olusur.

Girdi A Gikti A

Girdi B

Bitig

Sekil 11.15 Cikt1, A veya B girdilerinden biri agildiginda olusur.
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Girdi A 657

Cikti A

Sekil 11.16 A girdisi, gegici olarak acildiginda, A ¢iktis1 olusur ve
kendisiyle ilgili baglantilart acar, bu nedenle sonugta girdiyi
kilitleyerek A girdisi kapatilsa bile ¢ikis agik kalwr

Girdi A GirdiB g rile

Girdi C Igrdle  Gikhi A

Sekil 11.17 IR bir i¢ role olarak gorev yapar. Boylece, A ve B
girdisi acildiginda; ara role acilir. Bunun sonucunda, rélenin ilgili
baglantilar1 kapanir ve C girdisi acildigi zaman, A ¢ikisindan bir
cikt1 gdzlenir.

Girdi A Zamanlayici

Zamanlayici Gkt A

Sekil 11.18 A Girdisi agildiginda, zamanlayict ¢alismaya baslar.
Zamanlayicimin -~ onceden  ayarlanan  zamam  doldugunda,
zamanlayici baglantilar: kapanir ve A ¢ikisindan sinyal alinir.
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Sekil 11.19 A4 girisi ac¢ildiginda,

Girdi A Sayag sifirlayici

Girdi B Sayag

Sayag Gkt A
Bitig

saya¢ stfirlamr.

B girisi

acildiginda, saya¢ saymaya baslar. Sayag, onceden ayarlandigi
degere geldiginde sayag¢ baglantilar: kapanir ve A ¢iktis1 gozlenir.
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12. SISTEM DURUM MODELLERI

Matris notasyon ve terminolojisi

Bir matris, dikdortgen bigiminde, satir ve siitunlardan olasan say1
dizisidir. Elemanlar ve matris arasinda aritmetik bir baglant1 yoktur
ve bir biitiin olarak, matris, niimerik bir degere sahip degildir.
Diziler koseli [ ] parantez igine yazilir. Bir matrisin boyutu, i¢erdigi
satir ve slitun sayisina gore belirlenir, p satir ve ¢ siituna sahip bir
dizinin boyutu p X ¢ matrisi olarak tanimlanir. Ayni satir ve siitun
sayisina sahip bir matris, yani:

BN

kare matris olarak tanimlanir; kare matrisler i¢in kuvvet terimi
cogunlukla siitun sayis1 olarak kullanilir. Sadece bir siituna ve birden
fazla satira sahip bir matris, yani:

1

4
stitun matrisi veya stitun vektorii olarak tanimlanir. Sadece bir satira
sahip bir matris, yani:

L s]

satir matrisi veya satir vektorti olarak tanimlanir.

Genelde, satir ve siitun vektorlerini gostermek icin kiigiik harfler
kullanilmasina ragmen, matrisleri belirtmek i¢in kalin biiytik harfler
kullanilir. Kalin olmayan kiiclik harfler, matrislerin girdilerini;
girdinin matristeki yerini belirtmek i¢in alt son ekle birlikte
kullanilir, sonekler girdinin bulundugu satir ve siitun yerini belirtir,
yani:
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a ap a3 dy
@y @y @y Ay
a3 @z a3y day
A4 Qg Q43 Ay

Ana késegen, matrisin sol iist kdsesinden baslar ve kosegen boyunca
asaglya saga dogru devam eder. Ana kosegen elemanlar1 kdsegen
elemanlar: olarak tanimlanir ve bdylece, yukaridaki matriste bu
elemanlar, a1, ax, azz ve ass’tir.

Birim matris veya 6zdes matris terimi sembol 1 ile gosterilir ve
ana kosegen tizerindeki biitiin girdileri 1°dir ve diger biitlin girdileri
0’d1r, yani:

100
010
00 1
Bir sifir matrisi, sembol 0, biitiin girdileri sifir olan matristir , yani:

00 0

00 0

00 0

Durum uzayi modeli

Bir sistemin transfer fonksiyonu sistemin baglangi¢ degerleri sifir
oldugu zamanki girdi ve ¢iktilarini iligkilendirir ve bir sistem girdisi
ve bir sistem ¢iktis1 olmasi esasina dayanir. Bir durum uzay1 modeli,
sistem girdi ve c¢iktist arasindaki iligki yerine; sistemin ara
durumlarin1 modeller ve ¢oklu girdi ve ¢iktiya sahip baslangi¢ degeri
sifir olmayan sistemler ile ilgilenir. Durum degiskenleri, sistemin
anlik durumunu, durum degiskenleri arasindaki iligskiyi tanimlamada
durum denklemlerini kullanarak, tanimlamak i¢in kullanilir. Durum
degiskenleri tek degildir; buna ragmen, cogunlukla el altindaki
probleme iligkin durum degiskenleri alinir, yani ¢ikti ve c¢iktinin
tiirevleri. Bir sistemi modellemek i¢in gerekli durum degiskenlerinin
ve durum denklemlerinin sayis1 sistemin kuvvetine esittir.

Sekil 12.1(a) cok degiskenli sistem prensibini gosteriyor ve Sekil
12.1(b), bunu bir yol iizerinde hareket eden araba ile 6rnekliyor. Iki
girdi gosterilmistir: yolda takip edilen yon ve hiz limiti ve iki ¢ikti
bulunmaktadir: arabanin kat ettigi yon ve hizi.
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Girdiler Cikhilar
—p L > Hiz limiti Ileri
—» b — Arab —»
—» Sistem S —pl Amba L
» » — hiz
Yol ydinii
(a (b)

Sekil 12.1 Cok degiskenli sistemler

Durum denklemleri
Genelde, n’inci dereceden bir diferansiyel denklem, n tane birinci
derece diferansiyel denkleme ayrilabilir.

Kuwet¢ #Yer defjistirme miktan y

Kiitle m

Sekil 13.2 Yay-amortisor-kiitle sistemi

Bir yay-amortisor-kiitle sistemi i¢in yazilan ikinci-derece
diferansiyel denklemini diisiiniin (denklem [12]-Sekil12.2):

e 4y
F —ky cdtimdtz [1]

Iki degisken daha sectigimiiz varsayalim, x; ve x,, yer degisim
miktar1 ¢iktis1 ve digeri, ¢iktinin birinci-derece tiirevi, yani ¢iktinin
hizi:

d)
X =y ve xz:d_)t) [2]
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Secilen degiskenleri diferansiyel denklemde yerine koyarsak, yeni

degiskenlere sahip bir denklem elde edilir:

ve denklem [2] yardimiyla asagidaki denklemi elde ederiz:

L [4]

ikinci-derece diferansiyel denklem [1], bOylece iki tane es zamanl
birinci-derece denklem [3] ve [4] ile yer degistirdi; birinci-derece
denklemler, durum denklemleridir ve bu denklemle iliskilendirilen
iki degisken x; ve x, durum degiskenleridir. Benzer bigimde ti¢lincii-
derece diferansiyel denklem, ii¢ tane bir diferansiyel denklemle,
dordiincii-derece bir diferansiyel denklem, dort tane birinci-derece
diferansiyel denklemle ifade edilebilir.

Ikinci-derece bir diferansiyel denklem yerine gegen iki durum
denklemi [3] ve [4], matris formunda asagidaki gibi yazilabilir.

SRR

ve bu matris durum denklemleri asagidaki gibi yazilabilir:

% = Ax(t) + Bu(?) [6]

x durum vektorii ve u(¢) sistem girdisi, bu durumda kuvvet F, olarak
adlandirilir. A durum matrisidir ve B girdi matrisidir.

Cikt1 denklemleri terimi, ¢ikti degiskeninin durum degiskenleri,
girdiler ve olas1 zaman ile cebirsel olarak ifade edilmesi durumu
icin kullanilir.  Genelde, bir sistem c¢iktisi, durum vektorleri ve
girdilere bagl bir fonksiyondur ve asagidaki forma sahip bir matris,
c¢ikt1 denklemi ile ifade edilir:

P(t) = Cx(t) + Du(f) [7]

C ¢ikti matrisi olarak, D direk ge¢is matrisi olarak adlandirilir. D,
sistem girdisi ve sistem ciktis1 arasinda direk bir iliski verir ve
cogunlukla sifir matrisine esittir; yani biitlin elemanlar1 sifirdir.
Yukaridaki 6rnek i¢in, matris ¢ikti denklemi agagidaki gibidir:
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y=l om [8]

V2

ve dolayisiyla, y = x;’dir, ¢ikt1 matrisi C [1 0 ]’dir ve direk aktarim
matrisi, sifir matrisidir.

Durum denklemlerinin gelistirilmesine yonelik daha ileri bir
ornek icin, Sekil 12.3’te gosterilen hidrolik sistemini diisiiniin:

<+ Tank 1 » Tank 2 -»
q‘ln q!a

Sekil 12.3 Hidrolik sistem

Iki-girdili ve iki-¢iktil bir sisteme sahibiz. Tank 1 igin:

dh,
Qi =909 Ald_t] [9]

pehy =q,,R [10]

ve asagidaki denklem ile

pgh, — pgh, = qR [11]
Tank 2 i¢in,

by = A 12

D2 T4~ 920 = 2" [ ]

Pehy =q5,R [13]

denklem [10]’daki ¢i,’yu ve denklem [11]’deki ¢’yu denklem
[9]’da yerine koyarsak, asagidaki durum denklemini elde ederiz.

dy __2p8, , PE | D [14]

dt R4, ' RA 4

Benzer bigimde, ikinci durum denklemini elde etmek i¢in denklem
[12]’yi kullanabiliriz:
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h .
dhy _ _pg hy - 2p8 h, L 420

[15]

Denklem [14] ve [15]’1 matris denklemi olarak asagidaki gibi
yazabiliriz:

] [z

gl 2 B
at | | R4, R,

1

A

0

[16]

+ 1 [qli qu]

4

Denklem [10] ve denklem [13] c¢ikti denklemlerini verir ve
dolayistyla:

rg

{qlll } _ 7 0
920 0 ﬁ
R

Durum denklemleri bir bilgisayarla, standart matris metodlar
kullanilarak ¢oziilebilir ve daha sonra, ¢ikti denklemleri farkli
ciktilar elde etmeyi kolaylagtirir.

i 17

Matris aritmetigi

1 Toplama
Eger A ve B matrisleri ayn1 boyutta ise, A + B toplam matrisi,
iki matristeki ilgili girdilerin toplanmasiyla elde edilir. Farkli
boyutlardaki matrisler toplanamaz. Ornek olarak, eger:

2 5 -1 -1 4 0
A=|0 4 2 | ve B=|2 4 3
31 -6 -3 31

2-1 5+4 -1+0
A+B=|0+2 4+4 243

3-3 143 -6+1
1 9 -1
=2 8 5
0 4 -5

2 Bir sabitle ¢arpma
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3

4

Eger A herhangi bir matris ve ¢ bir sabitse; cA ¢arpimi A’nin her
bir girdisinin c¢ ile ¢arpilmasiyla elde edilir.

Iki matrisin ¢arpimi
Genelde ¢arpim prosediirii su sekilde ifade edilir: Eger A m x
r’lik matris ise ve B » X n’lik matris ise, carpim AB m X n’lik bir
matristir. Bu ¢arpim, A’nin i satirindaki girdilerle, B’ nin ilgili j
stitunundaki girdilerinin, c¢arpilmasi ve toplanmasi yoluyla,
carpimin i satir1 ve j siitunundaki girdisi elde edilir.

Boylece drnek olarak, asagidaki matrisler igin:

T by
ay, ay axy|. . by
T

c23 = an b1z + axnbis + ax3bss olmak tlizere, asagidaki girdiyi veren
bir ¢arpim vardir:

=

iki matrisin ¢arpiminin miimkiin olabilmesi i¢in, birinci matrisin
slitun sayisinin ikinci matrisin satir sayisina esit olmasi gerekir.
Eger bu saglanmiyorsa, iki matrisin ¢arpimi tanimsizdir.

Matris ¢arpimini 6rneklemek i¢in, AB ¢arpimini diisiiniin:

1 2 57
A= ve B=
I ETEHN

O zaman:
AB < I1x5+2x7 1x6+2x8
T|3x5+4x7 3x6+4x8

19 22
143 50

Matrislerin kuvvetleri

A’ matrisi, AA carpimini ifade eder. Benzer bigcimde A’, AAA
carpimini  belirtir. Diger matrislerde ¢arpim  miimkiin
olmadigindan sadece kare matrislerin kuvvetlerini elde
edebiliriz, yani satir sayisinin slitun sayisina esit oldugu
matrisler.
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5 Birim matrisle ¢carpim
Bir kare matrisinin ayn1 boyutta bir birim matrisle carpimi,
matris cebirinde, bilinen cebirde 1 ile ¢arpmakla aynidir.
Al=14=A [18]

Ornek olarak, eger asagidaki matrise sahipsek:

1 23
A=|4 5 6
7 8 9.

Bir matrisin tersi
Eger asagidaki matrise sahipsek:

| 4| % RSS!
A= LX = Cc=
ay x| X X2 ()

Ve

Ax=c [19]

0 zaman:
a1 Ay || X || X2 5]

bilinen sayisal cebirle, eger ax = c ise, x’1i, sifirla boliim tanimsizi
oldugundan a sifir olmamak kosuluyla, x = x/a = (1/a)c = a’'¢’yi
bularak, elde edebiliriz. Gergekte yaptigimiz sey, denklemin her iki
tarafin1 ¢’ ile garpmaktir, yani ' x ax =

alx c, a'xa=1 oldugundan, x = a'c’dir. a’i elde etmek i¢in,
a’nin tersini aldik ve bu nedenle ¢ ’in a’nin tersi oldugunu
sOyleyebiliriz ve a' x a =1 olarak tammlamir. Matrislerde benzer
bicimde bir prosediir uyarlayabiliriz. Denklem [19]’un her iki
tarafim, A™ ile gosterilen, matris A’nin tersi ile ¢arparsak, asagidaki
denklemi elde ederiz:

A Ax=A""c
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Bir matrisin tersini, bilinen cebir yontemine benzer bigimde, I birim
matris olmak lizere tanimladik, yani:
AlA=1 [20]

Boylece, xI = x oldugundan:
x=Alc [2 1]

X matrisini elde etmek ic¢in, ¢ matrisini A’nin tersi ile ¢carpmamiz

gerekiyor.
Asagidaki matrisi diisiiniin:

-
A=
c d
ve tersini diisiiniin:
PR P 9
r s
O zaman asagidaki denkleme sahip olmamiz gerekiyor:
a bjlp q| |1 0
c dlr s| |01
ve bu nedenle:
ap+br aq+bs| |1 0
cp+dr cq+ds “lo 1
Bu matrislerin esit olmasi i¢in, asagidaki denklem saglanmalidir:

ap+br=1, ag+bs=0, cp+dr=0, cq+ds=1

Ucgiincii denklem » = -cp/d’yi verir ve bunu birinci denklemde yerine
koyarsak, asagidaki denklemi elde ederiz:

4
r= ad —bc
ve:
__ew_ b
d ad-bc
Ikinci denklem s = -ag/b’yi verir ve bunu dérdiincii denklemde
yerine koyarsak, asagidaki denklemi elde ederiz:
b
=" ad —bc
ve:
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aq __a
b ad-bc

Boylece, bu matrisin tersi, agagidaki gibidir:
d b

A= P 49\_| ad-bc ad - bc
r.s ¢ a

ad—-bc ad-bc

1/(ad - bc) faktoriinii matrisin digina alirsak, denklem [22]’deki
matris, asagidaki ters matrisi verir:

o {" *”} [23]

=ad7bc -c a

ad — bc terimi matrisin determinanti olarak bilinir. Tersi boylece, a
ve d’nin yer degistirmesi ve b ve c¢’nin igaret degistirmesiyle ve bu
denklemin (ad — bc) faktoriine boliinmesiyle elde edilir. Bir matrisin
her zaman tersi olmayabilir.

Lineer denklemleri ¢6zmek icin matrislerin terisinin kullanimi
Matrisin tersi, bir lineer denklem setinin c¢o6ziilmesine olanak
saglayacak bir metod saglar. Ornek olarak, eger asagidaki es zamanl
denklemlere sahipsek:

2x+y=3 ve x+4y=1
bunlar1 matris formunda asagidaki gibi yazabiliriz:

b B

Bu Ax = ¢ formunda bir denklemdir ve bunun icin x = A'c
yazabiliriz. Asagida, matrisin tersi verildiginden:

2 17]. 1[4 -1
"in tersi = —

|1 4 71-1 2

x| 1 4 -1|3

Lyl 7[-1 21

simdi iki matrisin ¢carpimina sahibiz. Boylece:

x| 1 4x3-1x1 1 11
y| 7|-1x3+2x1| 7|-1
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ve bu nedenle x = 11/7 ve y =-1/7dir.

Determinantlar

Iki es zamanli denklem diisiiniirsek:

X tapX) =cp ve a)X)tdynx; =) [24]

bunlari x = A”'¢ ¢oziimiine sahip bir denklem olarak, Ax = ¢ seklinde
gosterebiliriz. Katsay1 matrisi A’nin tersi, 2 x 2’lik bir matristir:

{an alz},m forsi = 1 [ a —”12} [25]

az axp @118y — a5y

—a@y 4y

Carpan faktoriiniin paydasi, yani ajja andz, matrisin
determinant: olarak tanimlanir ve asagidaki gibidir:

4 ap
det

ay ax

=ay1ay) —apdy [26]

Eger, asagidaki gibi, li¢ tane es zamanli denkleme sahipsek:
a1 X) +apXy +a13X3 =€), Ay X) Xy +dy3X3 =6 [27]
ve asz1X|+azX,; +az3x;=0C3

o zaman katsay1 matrisi A agagidaki gibidir:

ap;p ap a3
a3 ap ax
a3 az  az

Bu terimleri bir kag farkli yoldan diizenleyebiliriz. Ornek olarak, ilk

satir terimlerini ¢ikartirsak, agagidaki denklemi yazabiliriz:
det A = ay1apas; +ayyaya3) +aj3ay a3,

—az1axa3 [28]
-A3d)3a13 — 3347141

Parantez i¢indeki degerler, 2 x 2’lik bir determinanttir. Bdylece,
denklem, asagidaki gibi yazilabilir:
det A = ay(axas3 — ay3a3y) — a1y (ay 433 — ay3a31)
+ay3(aya3; —axas))

Denklem [29], ilk satirdaki her bir elemanmn 2 X 2’lik bir
determinantla  ¢arpimimi  igcerir, bu determinantlar A’nin
determinantindan, ilk satir ve siitunun silinmesiyle elde edilir:
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7 @ a3
detA=ay,; —ap
a3 33 a3 d33 [29]
a1 ax
+ag;
a3 a3

2 x 2’lik determinantlarin girdileri, A’nin determinantinda, ¢arpildigi
girdinin mindrii olarak tanimlanir. 3 x 3’liikk determinant i¢in benzer
denklemler, diger satir veya siitunlardaki girdilerin mindriiniin
alinmasiyla elde edilebilir. Boylece, eger ilk denklemi ele alirsak:

7 3 a1 a3
det A =ay,; -a
a3 a3 a33
a1 ax
+ag;
a3 a3

ve bunu diizenlersek, boylece ilk siitundaki her bir girdiyi ¢ikarmis
olduk:
det A = ay1apay; + 1,803 + a3y a3, — a8

-@3a53013 —aA338714))

det A = ay (axas; —aza) —as (apas; — aza;)

+az)(apay; —ayaz)

dy a3 ap a3
=ap —-a
a3 a3 433
ap 43
+as;
ay 4y

Benzer bi¢imde, determinanti, herhangi bir satir veya siitunun
mindriine bagl olarak yazabiliriz:

Her bir girdinin mindrii, bir + veya — isaretine sahiptir, igaret
girdinin yerine baghidir. Bir 3 x 3’lik determinant icin, isaretler
asagidaki tablodan secilebilir:

Isaretiyle birlikte yazilan bir mindr kofaktor olarak tammlanir.
Boylece, determinant, bir satirm veya siitunun girdilerinin,
kofaktorle ¢carpimlarinin toplamina esittir. Determinant1 bu tarz bir
toplam olarak ifade eden bu prosediir bir satirin veya siitunun
kofaktor agilimi olarak tanimlanir.
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Determinantlarin 6zellikleri
Determinantlart belirlemede, islem sadelestirmede  kullanilan
determinant 6zellikleri asagidadir:

1

Satirlar1 birbiriyle degistirmek
Iki satir1 degistirmek, determinantin isaretini degistirir,yani:

c d a b

ad — bc =—(bc—ad)

Stitunlary birbiriyle degistirmek
Iki stitunu degistirmek, determinantin isaretini degistirir,yani:
a b‘ _‘b a [3 1 ]

c d d ¢

ad —bc =—(bc—ad)

Satirlart siitunlarla degigtirme

Satir ve siitunlar1 degistirmek determinantin degerini etkilemez,
yani:

a b
c d

a c
b d

[32]

ad —bc =ad —bc

Bir satirin veya siitunun bir sabitle ¢arpimi
Bir satir1, bir k£ sabitiyle carpmak, determinanti, £ ile ¢arpmak

demektir, yani:
ka kb|
ke kd|

a ¢

Y 4 [33]

kad — kbc = k(bc —ad)

Satir veya siitunlarin toplami veya ¢ikarmasi

Bir satir veya siitunu veya birden fazla satir1 veya siitunu,
toplamak veya birbirinden ¢ikarmak, determinantin degerini
degistirmez, yani:

a a; a;
b b, by

€ €3 63

det A=
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6

7

Eger liclincii satirin £ ile carpilmis halini ikinci satira eklersek,
asagidaki determinant1 elde ederiz:

@ a as
detB=|b +kc; by+kc, b;+kes
] €3 c3

Bunun hesaplanmasi sonucu, asagidaki denklem elde edilir:
a\b,c3 + kacyc3 + arbyey + kayesey + azbic, + kaseic,

—cibyay — kejcyas — e byay — keycza) — csba, — keyeia,

Icinde k bulunmayan terimlerin toplami, determinant A’y1 verir.
k iceren terimler asagidaki gibidir:
ka,c,c; + kayese) + kase e, — keycyaz — keyesa) — keyeia,

Fakat bunlar sifir degerine sahiptir. dolayisiyla det A = det B’dir.
Esit satir veya stitunlar

Iki esit satir veya siituna sahip determinantlarin degeri sifirdir.
Ornek olarak, eger asagidaki determinanta sahipsek:

a b ¢
detA=|a; b ¢
a, b, ¢

ve birinci satir1 ikinci satirdan ¢ikarirsak:
a b ¢
0 0 0

a b, o

det A=

ve bu nedenle determinant sifir degerine sahiptir.

Bir satir veya siitun bir baska satir veya siitunun kat ise
Bir satir veya siitun bir digerinin kati ise, determinant sifir
degerine sahiptir. bunun sebebi, eger carpani determinant digina
alirsak, iki esit satir veya siitun elde ederiz ve dolayisiyla, 6’1nc1
maddede oldugu gibi determinant sifir degerine sahiptir.

Kofaktorler ve bitisik matrisler
Asagidaki gibi, ti¢ degiskenli, lic es zamanli denklem diisiiniin:
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a1 Xy T appX) Ha;3x3 =6
a21xl +a22x2 + ll23)C3 = Cz [34]
a3 X) + a3 X, +a33x3 =¢3

Katsay1 matrisi, asagidaki gibidir:

ay a4
A=|ay ay ay [35]

a3 a3z 4z

Matrisi, birinci satirin kofaktor ac¢ilimi olarak ifade edersek,
asagidaki determinant elde edilir:

y dy3 ay a3

det A =ay;

12
a3 ds33 a3 as;3

[36]

a1 ax
+a3

da3) a3y

ai’in kofaktoriinii A4,,’le gosterirsek, aj,’in kofaktoriinii A4;,’le
gosterirsek ve a;3’in kofaktoriini 4;3’le gosterirsek, denklem [36]’y1
asagidaki gibi yazabiliriz:

det A =aj Ay +ap A, +a3A;, [37]

Determinanti, ikinci satirin kofaktor acilimi olarak, asagidaki gibi
ifade edebilirdik:

det A =a, Ay +ay, Ay, +ay; Ay [3 8]

Benzer bi¢imde, determinanti, {igiincii satirin kofaktor agilimi
asagidaki gibidir:

det A = a3 A3y + ay Azy +az3Asz [39]

Denklem [37], [38] ve [39]’u, bir kofaktor matrisi olarak, asagidaki
gibi ifade edebiliriz:

All AIZ A13

A= A21 A22 A23 [40]
A31 A32 A33

Eger satir ve siitunlar1 degistirirsek, komsu veya bitisik matris olarak

adlandirillan bir matrise sahip oluruz (bu satir ve siitun yer
degistirme islemi transpoz olarak adlandirilir). Boylece:
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Ay A Ay
adj A=| A, Ay Ay [41]
Az Ay Ay

Matris A ile adjoint(komsu) inin ¢arpimi, asagidaki matrisi verir:
ayy ap ap | Ay Ap Ay
A(adj A)=|ay; ay axy| Ay Ap Apn
ay; ayp ayp | Az Ay Ay

Eger ¢arpimi bir B matrisi olarak alirsak,

bll b12 b13
B= b21 b22 b23
b31 b32 b33

Asagidaki denklemleri elde ederiz:
by = a1 Ay +ap Ay +ajAg
by =ay Ay +app Ay +a3Ay;
by = a1 A3y +app Ay + a3
by =ay Ay +an Ay +axAd;
by = ay 1Ay +ay Ay +ay Ay
byy = ay Ay +ayn Ay +ay;As;
by = a3 4y +az Ay +az A
byy = a3 14y + a3 Ay + a3 Ay

by3 = a3 43 + a3 Ay + a3z As;

b1, by ve bi; girdileri A’nin  girdileri ile ayni girdilerin
kofaktorlerinin ¢arpimidir ve bu nedenle denklem [37]’de verilen
denklem formlarina sahip olan bu girdilerin her biri A’nin
determinantina esittir. Diger b terimleri ile katsayilar ve kofaktorleri
A’nin farkli satirlarindan gelir. Bundan dolayi, hepsi de sifir
degerine sahiptir. Bunu 6rneklemek i¢in, b,,’1 diisiiniin:
by = ay 4y +ayndp;p +axdp;
=ay (aypaz; —axay)—ay(ayas; —aza;)
+ay;(ayaz —ay ;)
=0

Boylece, bir matris ile adjoint(bitisik) inin carpimi igin asagidaki
matrisi yazabiliriz:
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detA 0 0
A(adj A)=| 0 detd 0
0 0 detAd

1 00
=det40 1 O
0 0 1

Dolayisiyla:

Aladj A) = (det A)I
Fakat 447'-r1 oldugundan, ters matris 47!, asagidaki gibi ifade
edilebilir:

-1 _ adj A
4= detA [42]

Eger det A = 0 ise, matrisin tersi yoktur.

Durum denklemleri ve transfer fonksiyonu arasindaki iliskiler
Asagidaki durum denklemlerini diigiiniin:

% = Ax(f)+ Bu(t) [43]

ve:
»(f) = Cx(£) + Du(t) [44]

Denklem [43]lin Laplace donilisiimii alinirsa, asagidaki denklem
elde edilir:

sX(s)=AX(s)+ BU(s)

Bu da asagidaki gibi yazilabilir:
sX(s)— AX(s) = BU(s)

ve bu bir matris denklemi oldugundan ve ayni boyuttaki matrisleri
toplayip ¢ikarabilecegimizden dolayi, birim matrisini, I birim matris
olmak iizere, asagidaki denklemi elde edecek bigimde kullaniriz:

[sI — A]1X(s) = BU(s) [45]
Denklem [44]’iin Laplace doniisiimiinii alirsak, asagidaki denklemi
verir:

Y(s) = CX(s) + DU(s) [46]

Denklem [45]’1 kullanarak, X(s)’i denklem [46]’da yerine koyarsak,
asagidaki denklemi elde ederiz:
Y(s) = C[sI — A ' BU(s)+ DU(s)
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ve bu nedenle transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:

transfer fonksiyonu = ://((s; =C[sI - A]_1 B+D [47]
s

Bir 6rnek olarak, Figlir 13.1°de tanimlanan ve denklem [5]’te
verilen, yay-amortisor-kiitle sistemini diisiiniin:

A _l} [48]

B:ﬂ [49]

c=[t o [50]

D=0 [51]
Boylece:

0 1
[sI—A]={s 0}{ k c:|
0 s| |-— ——
m m

|:S ; :I
= c
— s+—
m m

ve bu nedenle:

c
[sI—A]’l=+ T 1 [52]
s(s+e/m)+k/m| Kk s
m

Denklem [47], boylece, asagidaki denklemi verir:
transfer fonksiyonu = C[sl — A]le

| s+5 1 1
=—k[1 of M L
s(s+c/m)+k/m - skm [53]

B 1/m
s(s+c/m)+k/m
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Durum denklemlerinin ¢ozimii

Asagidaki durum denklemine sahip oldugumuzu diisiiniin:

L ax(e) + Buto [54]

Bu denklemin baslangic kosullar1 sifir olmak iizere, Laplace

dontistimii alinirsa, asagidaki denklem elde edilir:
sX(s)—x(0)=AX(s)+ BU(s)
(sI —A)X(s)=x(0)+BU(s)

ve boylece:
X(s)=(sI - A) " x(0) + (sT - A)'BU(s) [55]

Denklem [55]’1, (sI - A)" yerine o(s) yazarak sadelestirebiliriz.
X(s) = D(s)x(0) + ®(s)BU(s) [56]

Denklem [56], zaman bolgesine alindiginda, o), durum gegis
matrisi olarak tanimlanir.

Girdi u(¢) sifirlandi@i zaman, denklem [54]’lin ¢Oziimiini
diistiniin, yani zorlayic1 bir fonksiyon olmadigi siirece:

X(s) = D(s)%(0) [57]
ve boylece:
x(£) = D(£)x(0) [58]

Cozliim, denklem [54]’te yer alan homojen denklem versiyonunu
sagliyor, yani:

%: Ax(f) [59]

t = 0 anindaki baglangi¢ kosullariyla, denklem [39]un ¢oziimii,

asagidaki gibidir:

x(f) = e x(0) [60]
Boylece:

O(f) = e [61]
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Simdi de zorlayict bir fonksiyon oldugunda denklem [56]nin
¢Oziimiini  diigliniin. Denklemin Laplace doniisiimii, asagidaki
denklemi verir:

x(t)= £ {[sT - A"} x(0) + £ {[sT — AT Bu(1)} [62]

Birinci terimin ters doniisiimii, denklem [58]’de verilmistir. ikinci
terimin ¢oziimii, u(#)’nin belirsiz bir fonksiyon oldugu bilgisiyle,
genel bir durum igin tamamlanmahdir. Ikinci terimde, iki
doniisiimiin ¢arpimi vardir ve bdylece, genel ¢oziimii elde etmek igin
konvoliisyon integralini kullanmaliy1z. Boylece:

t
x(t) = D(0)x(0) + [ O(t-t-7) Dt [63]
0

t
=e"x(0)+ [e"" DD (rrtr) par  [64]
0

Coziimlii 6rnek
Asagidaki durum denklemine sahip bir sistem diisiiniin:

X [s 0 0 1
7{0 Jx(t)—|:_2 _3};(:) [65]

ve bu sistemin bir birim adim girdisine maruz kaldigini diisiiniin.
Sonug olarak, asagidaki matrisi elde ederiz:

a-asf JH% L)
S

Bu matrisin tersi, asagidaki gibidir:
4 1 {s +3 1}{ 1}
[sI-A]" =
s(s+3)+2| -2 s||0
_ 1 s+3 1
T (s+2)(s+D)| -2 s
Asagidaki baslangi¢c degeriyle:

1
]

denklem [60]’1n homojen kismi i¢in, asagidaki denklem elde edilir:
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X9 1 s+3 11
X,(8)| (s+2(s+D| -2 s|o

Xi(s) ve Xp(s) her birisi i¢in denklemleri yazarsak, asagidaki
denklemi elde ederiz:

s+3

X = e

veya kismi kesirler kullanilarak:

1 2
X, =— 4+
1(®) s+2 s+l
ve:
-2
X, (s =——
2(9) (s+2)(s+1)

veya kismi kesirler kullanilarak:
2 2

s+2 s+1

X (5)=

Dolayisiyla, bunlarin tersini alirsak, ¢oziimlerin homojen kisimlarini
asagidaki gibi verir:

x(t)= —e 2 1 2e7!

x,(f)=2eH —2¢"

Cozlimiin zorlayict kismi, denklem [55]’1in ilgili kismiyla, X(s) =
(sI - A)BU(s) olarak verilir. Boylece, bir birim adim girdisi i¢in U(s)
= 1/s oldugundan:

X9 | 1 s+3 1171
X,(5)| (s+2)s+D| -2 s|o|s

Xi(s) ve Xp(s) her birisi i¢in denklemleri yazarsak, asagidaki
denklemi elde ederiz:
s+3

Y=

veya kismi kesirler kullanilarak:
1 1

1
Xi(s)=—+
2s  2(s+2) s+1

ve:
X5 (s)

S
TS5+ 2)(s+1)
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veya kismi kesirler kullanilarak:

2 1
X,(s)=- +—
2(9) s+2 s+1

Dolayisiyla, bunlarin tersini alirsak, ¢oziimlerin zorlayici kisimlarini
asagidaki gibi verir:
x (0= % u(t)+ % e _e!

X, ()= —e et

Boylece, toplam ¢oziimler asagidaki gibidir:
x()=—e +2e7" + %u(t) n %8—21 et

= _%8-21 +e! +%u(t)

X, ()= 2 _2et—e et

Karakteristik denklem
Asagidaki ¢ikt1 denklemini diistiniin (denklem [46]’da oldugu gibi):
Y(s) = CX(s)+ DU(s) [66]

Girdi denklemi [43] kullanilarak, asagidaki denklem elde edilir:
% = Ax(¢)+ Bu(t) [67]

[sT - A]X(s) = BU(s) yazabiliriz (denklem [45]) ve boylece:
Y(s) = C[sI - A ' BU(s)+ DU(s)

ve bu nedenle:
Y(s)
U(s)

=C[sI-A"'B+D [68]

Bu denklem [42] kullanilarak asagidaki gibi yazilabilir:

Y(s) . adj[xI - A]

UGs)  |sI-A|
_ C{adj[xI—A]}B+|sI—A | D [69]
B |sI—A|

B+D
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[fadenin paydasi |sI — A|’dir ve matris A’nin karakteristik polinomu
olarak tanimlanir. Matris A’nin karakteristik denklemi, asagidaki
gibidir:

|sT—Al=0 [70]

karakteristik denklemin kokleri, matris A’nin 6zdegeri veya transfer
fonksiyonunun kutuplari olarak tanimlanir.

Durum diyagramlan

Durum diyagramlari, durum degisken modelinin Laplace
dontistimiiyle verilen cebirsel iligkilerin grafiksel bir sekilde
gosterimidir. Boylece, eger, dx;/dt = x, ise xj, x2’nin zamana gore
integralidir. Bu denklemin Laplace doniisiimii alinirsa, sX(s) - x;(0)
= X,(s) denklemi elde edilir ve bdylece:

Xi(5) ==X () + -3, (0) [71]

Boylece, bir integral alma, 1/s’le ¢arpmak ve baslangic degeri
terimini eklemek demektir. d*x;/d#* = x, ise, x1, x,’nin zamana gore
iki defa integral alinmis halidir. Bu denklemin Laplace doniisiimii
alinirsa, s°X;(s) - sx1(0) - dx;(0)/dt = Xx(s) denklemi elde edilir ve
boylece:

X,(s) :ﬂ%xz(s) + xl(O)} +L‘b‘;—§0) [72]

s2

Bdylece, birinci integralin sonucu (denklem[71]) bir defa daha 1/s
ile boliiniir ve bir bagka basglangi¢ degeri terimi eklenir.

Bir integrasyon, Sekil 12.4’te gosterildigi gibi, bir sinyal akis
grafigiyle ifade edilebilir, bu, integratoriin ¢iktisinin, 1/s ile girdinin
carpiminin baglangic degeri x;(s)/s ile toplamina esit oldugunu
gosteriyor. Eger bir daha integral alinirsa, Sonu¢ Sekil 12.5°te
gosterildigi gibidir.
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X4(0) dx4(0)
- at s

1 1
X,(s)

s 1ls X6 )

Sekil 12.4 Denklem [71] ’in grafiksel gosterimi

x4(0) ax4(0)
= T

1

X,(5)
/s Vs X6)

Sekil 12.5 Denklem [72]’in grafiksel gosterimi

Asagidaki diferansiyel denklemle ifade edilen bir sistem
diistliniin:

2

Denklem, ikinci derecedir ve bu nedenle iki tane integrator ve iki
tane durum degiskeni olacaktir. Integratérlerin ¢iktilarini, durum
degiskenleri x; ve x, olarak tanimlayacagiz. Boylece, sistemin sinyal
akig grafiginin bu kismmi Sekil 12.6(a)’da gosterildigi gibi
cizebiliriz. Daha sonra katsayilar1 ve baslangic degerlerini Figiir
12.6(b)’de gosterildigi gibi ekleyebiliriz.

Bir girdi ve ¢ikt1 arasindaki transfer fonksiyonu, biitiin diger girdi
ve baslangi¢ durumlan sifira ayarlanarak, Mason’un genel kazang
formulii (2.Bolim’de, denklem [86]’ya bakiniz,) kullanimiyla,
durum sinyal akis grafiginden elde edilebilir. Ornek olarak, sekil
12.6(b)’deki sinyal akig grafiginde, baslangic durumlar1 sifira
ayarlanirsa, sekil 12.7°de gosterilen grafik elde edilir. Daha sonra
kazang formiilii uygulanirsa:
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1 Girdi ve ¢ikti diigiimleri arasindaki ileri yol 1/s* kazancina
sahiptir. Sadece bir tane ileri yol vardir.

Xis) s Xifs)

X s 1 ;{s )

e

(@

Sekil 12.7 Baslangi¢ degerleri sifirlanmuis olarak sekik 12.6(b)

2 A =1 — (biitiin déngii kazanglarinin toplami) + (birbirine degmeyen biitiin
dongii ciftlerinin kazang ¢arpimlarinin toplami) — (birbirine degmeyen biitiin

clii dongli kombinasyonlarinin kazang ¢arpimlarinin toplami) + (birbirine
degmeyen biitlin dortlii dongli kombinasyonlarinin kazang c¢arpimlarinin

toplami) — v.b. Boylece A = 1 — (~ay/s — ag/s® ) + 0°dur.
3 Birbirine degmeyen dongiiler bulunmadigindan, Ay = 1°dir.

4 Boylece kazang, yani transfer fonksiyonu, asagidaki gibidir:

W/sH(+ay/s+a,/s?)=1/s*+a;s+a,)

Sinyal akis degiskenlerinin, ¢ikt1 diiglimleri olarak alinarak durum
denklemlerinin elde edildigini diisiiniin.
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O halde, durum denklemleri, Laplace operator s’yi veya baslangi¢
durumlarin1 igermediginiden, biitiin baslangi¢ durumlarmi ve
integrator dallarim1 sileriz. Bdylece, sekil 12.6, Sekil 12.8°de
gosterilen forma doniislir. Durum degiskenleri ve girdileri, girdi
degiskenleri olarak ve durum degiskenlerinin tiirevini ifade eden
diigiimleri c¢ikti diglimleri olarak aldik. Boylece, asagidaki
denklemleri elde etmeliyiz:

Mo, [74]

dx
d_tzz_a"xl —a;x; +x [75]

Sekil 12.8 Baslangi¢ degerleri ve integrator kolu ¢ikarilmis durum
sinyali akis grafigi

Asagidaki, tgilincii-derece transfer fonksiyonunu ve asagidaki
sistemi ifade eden bir sinyal akis grafigini disiiniin:

2
G(s) = Y(s) _ 3azs +2a1s+a,, [76]
X(s) s> +bys” +bs+b,

Eger biitiin terimler, en yiiksek dereceli s terimine boliiniirse,
asagidaki denklemi elde ederiz:

a4 4

Ys) s > [77]
X(s) b, b b,
I+—=+—=+-2
) s2 N

Biitiin geri besleme dongii ve ileri yollari, geri besleme dongiilerine
degen bir sistemde, Mason’un kazang formiilii (denklem [86]’ya
bakiniz, 3. boliim) asagidaki denkleme doniisiir:
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ileri yol faktirlerinin toplami
G(s) = yol fi /4 [78]

1 - geri besleme dongiisii faktorleri

Denklem [77]’deki pay, boylece, ileri-yol faktorlerini ifade eder.
fleri yollar, biitiin déngiilere degmelidir. Denklem [77]deki payda,
geri besleme faktorlerini ifade eder. Boylece denklemi ifade etmek
icin kullanilan bir sinyal akis grafigi, Sekil 12.9°da gosterildigi gibi
olacaktir.

Sekil 12.9 Denklem [77] yi ifade eden durum sinyali akis grafigi
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